
Ïðåäèñëîâèå

Êíèãà àäðåñîâàíà ó÷àùèìñÿ è ó÷èòåëÿì, à òàêæå àáèòóðèåíòàì.

Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûìè äëÿ ó÷àùèõñÿ.

Õîòÿ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ

çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ïðåäåëû øêîëüíîé ïðîãðàììû, çäåñü íå óäà-

åòñÿ èñïîëüçîâàòü ëèøü íàáîð ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ. Ó÷åíèê äîë-

æåí ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îïðåäåëåííóþ ñîîáðàçèòåëüíîñòü è ñâî-

áîäíîå âëàäåíèå ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, à ãëàâíîå,

ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ýòèõ ðàçäåëîâ. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ òðåáóåò

ëîãè÷åñêîé êóëüòóðû è âûñîêîé òåõíèêè. Ýòî ïåðâàÿ âñòðå÷à ñ èñ-

ñëåäîâàòåëüñêèìè çàäà÷àìè.

Ïðè íàïèñàíèè ïîñîáèÿ àâòîðû îðèåíòèðîâàëèñü íà òèïû çàäà÷

è óðîâåíü ñëîæíîñòè Ñ5 èç ÅÃÝ. Îäíàêî êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ

â ïîñîáèè çàäà÷ çíà÷èòåëüíî øèðå: âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðåíû è áîëåå

ïðîñòûå çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè, òàê êàê íàäî èäòè îò ïðîñòîãî

ê ñëîæíîìó, âî âòîðûõ, ðàçîáðàíû è áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, ÷åì

îáû÷íî äàþòñÿ â ðàçäåëå Ñ5, ÷òîáû áûëî «òÿæåëî â ó÷åíèè, ëåãêî

â áîþ».

Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè ìíîãîîáðàçíû. Ìû çäåñü ðàññìîòðèì çà-

äà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ ôóíêöèé. Óìåíèå

ñòðîèòü ãðàôèêè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü ðåøåíèå ìíî-

ãèõ ñ âèäó ñëîæíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.

Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé – çàäà÷à ñàìà ïî ñåáå íå ïðî-

ñòàÿ. Ìû ðàññìîòðèì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ îò ïðîñòûõ äî

âåñüìà ñëîæíûõ. Ñíà÷àëà ìû èññëåäóåì ëèíåéíóþ, êâàäðàòè÷íóþ,

äðîáíî-ëèíåéíóþ è äðóãèå ôóíêöèè è óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. Ïðè

ýòîì ìû îáîéäåìñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Â áîëåå ñëîæíûõ

ñëó÷àÿõ èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè äîïîë-

íèì èññëåäîâàíèåì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷è

ñ ïàðàìåòðàìè, ïðè ýòîì ðàññìîòðèì íàèáîëåå òèïè÷íûå èç òàêèõ

çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â âàðèàíòàõ ÅÃÝ.
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Â êàæäîì ðàçäåëå ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîå-

íèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé, à çàòåì ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëü-

çóþòñÿ ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé. Ïî êàæäîìó ðàçäåëó ïðèâîäÿòñÿ

çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñ îòâåòàìè.

Ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî âåäóùèìè ïðåïîäàâàòå-

ëÿìè êàôåäðû ìàòåìàòèêè ÍÈÒÓ ÌÈÑèÑ (Íàöèîíàëüíûé èññëåäî-

âàòåëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò – ÌÈÑèÑ) íà îñíîâå èõ

ìíîãîëåòíåãî îïûòà ïðèåìà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ, ðàáîòû

ñ àáèòóðèåíòàìè, àíàëèçà ìàòåðèàëîâ ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå. Ýòî ïî-

ñîáèå áóäåò ïîëåçíî è äîñòóïíî íå òîëüêî ó÷àùèìñÿ âûïóñêíîãî

êëàññà, íî è áîëåå ìëàäøèì øêîëüíèêàì, òàê êàê íà÷èíàòü ïîäãî-

òîâêó ê ñäà÷å âûïóñêíîãî ýêçàìåíà è ïîñòóïëåíèþ â âóç íóæíî çà-

áëàãîâðåìåííî, ãëóáîêî èçó÷àÿ êàæäóþ òåìó ïðîãðàììû ïî ìàòå-

ìàòèêå.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî òàê, ÷òîáû ÷èòàòåëü ìîã ñàìîñòîÿ-

òåëüíî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè è ïîäãîòîâèòüñÿ

ê ÅÃÝ. Ó÷èòåëü ñìîæåò ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòü ìàòåðèàëû êíèãè

íà óðîêàõ ïðè èçó÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà, à òàêæå ïðè ïîäãîòîâêå

ó÷àùèõñÿ ê ýêçàìåíàì.
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1. Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèíåéíîé

ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y kx b� � , íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé.

Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ïàðàìåò-

ðû k è b ýòîé ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: k íàçûâàåòñÿ

óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì è ðàâåí òàíãåíñó óãëà ìåæäó ïðÿìîé

è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox; b ðàâíî îðäèíàòå òî÷-

êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ îðäèíàò (îñüþ Oy) (ðèñ 1.1).

Äâå ïðÿìûå y k x b� �
1 1

è y k x b� �
2 2

– ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè k k
1 2
� ;

– ïàðàëëåëüíû, åñëè k k
1 2
� è b b

1 2
� (ðèñ. 1.2);

– ñîâïàäàþò, åñëè k k
1 2
� è b b

1 2
� ;

– ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè k k
1 2

1� � � .

1.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

ax y a

x a y a

� � �

� � � �

�

	




4 1

2 6 3

,

( )

à) íå èìååò ðåøåíèÿ; á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñ-

êîñòè. Ðåøåíèþ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ

ïðÿìûõ. Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ïðÿìûå ïåðå-
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�
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xO
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b
2

�
1

�
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ñåêàþòñÿ. Ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëü-

íû, è èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè ïðÿìûå ñîâïà-

äàþò.

Ïðåîáðàçóåì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ê âèäó: y kx b� � .

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå: y
a

x
a

� �

�

4

1

4
. Ïðè àíà-

ëèçå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a � �6 0,

òî åñòü a � �6. Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ: 2 3 15x x� � � �; , . Ïîä-

ñòàâëÿÿ õ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: y � �3 5, , òî åñòü ïðè a � �6

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïóñòü òåïåðü a � �6, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçî-

âàòü ê âèäó: y

a

x
a

a

� �

�

�

�

�

2

6

3

6
. Ðàññìàòðèâàåìûå ïðÿìûå ïàðàë-

ëåëüíû èëè ñîâïàäàþò, åñëè ðàâíû èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû, òî

åñòü k k
1 2
� èëè, â íàøåì ñëó÷àå,

a

a4

2

6
� �

�

. Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: a
1

4� � è a
2

2� � .

×òîáû âûÿñíèòü, ñîâïàäàþò ïðÿìûå èëè ïàðàëëåëüíû, âû÷èñ-

ëèì çíà÷åíèÿ b
a

1

1

4
� �

�

è b
a

a
2

3

6
�

�

�

äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ:

1) a � �4; b b
1 2

0 75 0 5� �, ; , . b b
1 2
� . Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ïà-

ðàëëåëüíû, íî íå ñîâïàäàþò (ðèñ. 1.2), ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íå

èìååò ðåøåíèé;

2) a � �2; b b
1 2

0 25 0 25� �, ; , . b b
1 2
� . Ïðÿìûå ñîâïàäàþò, ñèñ-

òåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Îòâåò: à) –4; á) –2.

1.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

� �

� �

a x y a

x ay a

� � �

� � �

�

	







5 2

5 6

,

íå èìååò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó, îáîçíà÷èâ

� �x t� :

at y a

t ay a

� � �

� � �

�

	




5 2

5 6

,

.

Ïðè a � 0: 5 2y � � ; y � �0 4, ; 5 6t � ; t �12, ; � �x �12, . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ.
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Ïóñòü òåïåðü a � 0. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ê âèäó:

y
a

t
a

y

a

t
a

a

� � �

�

� � �

�

�

	











5

2

5

5 6

,

.

Ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíû ïðè ðàâåíñòâå óãëîâûõ êîýôôèöè-

åíòîâ:

� � �

a

a5

5
; � a

2
25� ; � a � �5.

1) a � 5; b
a

1

2

5

3

5
�

�

� ; b
a

a
2

6 11

5
�

�

� . Òàê êàê b b
1 2
� , òî ñèñòå-

ìà íå èìååò ðåøåíèé;

2) a � �5; b
1

7

5
� � ; b

2

1

5
� � ; � b b

1 2
� , ñèñòåìà íå èìååò ðå-

øåíèé.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé ïðè a � �5.Èñõîä-

íàÿ ñèñòåìà ïðè ýòîì òàêæå íå èìååò ðåøåíèé, íî îíà íå áóäåò

èìåòü ðåøåíèé åùå â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ðå-

øåíèå, íî t ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, òàê êàê � �t x� � 0.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ t ïðèíèìàåò îòðè-

öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ t â ÿâíîì âèäå:

at y a

t ay a

� � �

� � �

�

	




5 2

5 6

,
� (óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñ-

òåìû íà (–a), à îáå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà 5) �

� � � � �

� � �

�

	




a t ay a a

t ay a

2 2
5 2

25 5 5 30

,
� (ñëîæèì äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû) �

( )25 7 30
2 2

� � � � �a t a a , îòêóäà t
a a

a

�

� �

�

2

2

7 30

25

.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî t� 0:

a a

a

2

2

7 30

25

0
� �

�

� ; �

( )( )

( )( )

a a

a a

� �

� �

�

3 10

5 5
0; � a � � � �( ; ) ( ; ).5 3 5 10

Äîáàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ a � �5, ïîëó÷èì îêîí÷à-

òåëüíî: a � � � �[ ; ) [ ; ).5 3 5 10

Îòâåò: a � � � �[ ; ) [ ; ).5 3 5 10
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
ax y a

x a y

� � �

� � �

�

	




6 40 5

6 5 30

,

( )
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé. Â îòâåòå çàïèøèòå íàéäåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, à åñëè òàêèõ

çíà÷åíèé íåñêîëüêî, òî èõ ñóììó.

1.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
ax y a

x ay a

� � �

� � �

�

	




2 3

2 10

,
íå èìååò ðåøåíèé.

1.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
� �

� �

a

x

y a

x

ay a

� � �

� � �

�

	












3 2

3
2

,

íå èìååò ðåøåíèé.

1.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
2 2

1 2 2 4

x ay a

a x ay a

� � �

� � � �

�

	




,

( )
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé.

1.5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
( ) ,

( )

a x y a

ax a y a

� � �

� � � �

�

	




1 8 4

3 3 1
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé.

1.6. Ïðÿìûå y x� �

1

3
5, y x� � �2 12, y ax� ïåðåñåêàþòñÿ â îä-

íîé òî÷êå. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à.

1.7. Ïðÿìûå y x� �

1

4
13, y x� � �5 8, y ax� ïåðåñåêàþòñÿ â îä-

íîé òî÷êå. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à.

1.8. Ãðàôèê ôóíêöèè y = kx + b ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì(–1; 5)

è ïàðàëëåëåí ïðÿìîé y = –2x + 6. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ k è b.

1.9. Ãðàôèê ôóíêöèè y = kx + b ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì(–9; 2)

è ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé y x� � �

1

3
6. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ k è b.
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1.10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
ax y

x y a

� �

� �

�

	




1

4 2

,
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

1.11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
x ay

ax y

� �

� �

�

	




1

1

,
íå èìååò ðåøåíèé.

1.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
ax y a

ax a y a

� � �

� � � �

�

	




2 2

2 1 2 4

,

( )
èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

1.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé

a

x

y a

x

ay a

� � �

� � �

�

	











3 2

3
2

,

íå èìååò ðåøåíèé. Â îòâåòå çàïèøèòå

êîëè÷åñòâî öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

1.14. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
4 3

5 3

ax y

a x ay

� �

� � �

�

	




,

( )
íåñîâìåñòíà. Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà íåñêîëüêî, â îòâåòå çàïèøèòå èõ ñóììó.

1.15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå 3 4 27 4
2 2

� � � � �
� �x x

a a èìååò ðåøåíèå.
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2. Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå êâàäðàòè÷íîé

ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y ax bx c� � �
2

, a � 0 íàçûâàåòñÿ

êâàäðàòè÷íîé. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, êî-

îðäèíàòû âåðøèíû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x
b

a
0
� �

2
, y y x

ac b

a
0 0

2
4

4
� �

�

( ) . (2.1)

Ïðè à > 0 âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ (ðèñ. 2.1à)), ïðè

à < 0 – íàïðàâëåíû âíèç (ðèñ. 2.1á)).

Åñëè äèñêðèìèíàíò D = b
2
– 4ac áîëüøå íóëÿ, ïàðàáîëà ïåðåñå-

êàåò îñü àáñöèññ â äâóõ òî÷êàõ x x
1 2
, – êîðíÿõ ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

x
b D

a

x
b D

a
1 2

2 2
�

� �

�

� �

; . (2.2)

Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíî-

æèòåëè:

ax bx c a x x x x
2

1 2
� � � � �( )( ). (2.3)

Òåîðåìà Âèåòà: Åñëè x x
1 2
, – êîðíè ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ x px q
2

0� � � , òî x x p
1 2
� � � , x x q

1 2
� � .

10

y

xO

y
â

x
â

x
1

x
2

Ðèñ. 2.1 à

y

xO

y
â

x
âx

1
x

2

Ðèñ. 2.1 á



Îáðàòíàÿ òåîðåìà: Åñëè ÷èñëà p, q, x1 è x2 òàêîâû, ÷òî

x x p
1 2
� � � , x x q

1 2
� � , òî x x

1 2
, – êîðíè óðàâíåíèÿ

x px q
2

0� � � .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè D = 0, ñëåäóÿ øêîëüíîìó ó÷åáíèêó, ìû áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå (à íå äâà ñîâïàâøèõ), òî åñòü ìû íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïî-

íÿòèåì êðàòíîãî êîðíÿ.

2.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ îäèí èç

êîðíåé óðàâíåíèÿ x a x a
2 2

2 1 0� � � �( ) â äåâÿòü ðàç áîëüøå äðóãîãî.

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

x x a

x x a

x x

D

1 2

1 2

2

1 2

2 1

9

0

� � �

� �

�

�

�

	












,

,

,

.

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàïèñüþ òåîðåìû Âèåòà,

ãäå x
1

è x
2

– êîðíè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ. Òðåòüå óðàâíåíèå ñëåäóåò

èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Ñèìâîë D â íåðàâåíñòâå îáîçíà÷àåò äèñêðèìè-

íàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Íåðàâåíñòâî ââåäåíî ïîòîìó, ÷òî âîç-

ìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

Ñíà÷àëà íàéäåì çíà÷åíèÿ à, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâûì òðåì óðàâ-

íåíèÿì. Äëÿ ýòîãî x
1

èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîäñòàâèì â ïåðâûå äâà:

x x
1 2

9� ; �

10 2 1

9

2

2

2 2

x a

x a

� �

�

�

	




,

.

Èñêëþ÷àÿ x
2

èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:

64 36 9 0
2

a a� � � ,

îòêóäà

a
1

3

4
0 75� � , ; a

2

3

16
01875� � � � , .

Òðåáîâàíèå D � 0 ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó:

( )2 1 4 0
2 2

a a� � � � 4 1 0a � � ; � a � � � �( , ; ).0 25

Òàê êàê îáà íàéäåííûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ïðèíàäëåæàò ýòî-

ìó èíòåðâàëó, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ D � 0, îíè ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Îòâåò: {–0,1875; 0,75}.
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2.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2 1 1 0
2

x a x a� � � � �( ) ( ) èìååò äâà êîðíÿ, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà

èõ ïðîèçâåäåíèþ.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê ïðèâåäåííîìó êâàäðàòíî-

ìó: x
a

x
a2 1

2

1

2
0�

�

�

�

� . Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû:

x x
a

x x
a

x x x x

D

1 2

1 2

1 2 1 2

1

2

1

2

0

� �

�

� �

�

� �

�

�

	
















,

,

,

.

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû Âèåòà, òðåòüèì

óðàâíåíèåì çàïèñàíî óñëîâèå çàäà÷è. Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðå-

íèÿ íåðàâåíñòâà D � 0 îáúÿñíåíî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Òðè óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê äâóì:

x x
a

x x
a

1 2

1 2

1

2

1

2

� �

�

� �

�

�

	











,

,

îòêóäà ïîëó÷àåì: x
a

1

2
� , x

2

1

2
� , a � 2.

Íàéäåì äèñêðèìèíàíò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

D a a a a a� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) .1 8 1 6 9 3
2 2 2

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé à,

çà èñêëþ÷åíèåì a � 3, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî D � 0 âûïîëíÿåò-

ñÿ äëÿ a � 2, è íàéäåííîå çíà÷åíèå à óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å.

Îòâåò: 2.

2.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ âñå êîðíè

óðàâíåíèÿ ( )a x ax a� � � � �2 2 3 0
2

ïîëîæèòåëüíû.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî çàäàííîå óðàâíåíèå íå äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé à ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Ïðè à � 2 ýòî óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïå-

íè: � � �4 5 0x , êîòîðîå èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü x �125, .Ñëåäî-

âàòåëüíî, çíà÷åíèå à � 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, è åãî

íóæíî ïîìåñòèòü â îòâåò.
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Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî à � 2, è çàäàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòíûì. Ïðåîáðàçóåì åãî ê ïðèâåäåííîìó:

x
a

a

x
a

a

2 2

2

3

2
0�

�

�

�

�

� .

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíàêè êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåííîãî

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ êîðíåé ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ. Òàáëèöà ñîñòàâëåíà íà îñíîâå òåîðåìû Âèåòà. Îáùèé âèä

ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò òàê: x px q
2

0� � � .

Êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà p x x� � �( )
1 2

q xx�
1 2

Îáà ïîëîæèòåëüíû

Îáà îòðèöàòåëüíû

Ðàçíîãî çíàêà

–

+

?

+

+

–

Èç òàáëèöû ñëåäóåò: ÷òîáû êîðíè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

áûëè ïîëîæèòåëüíû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ:

�

�

�

�

�

�

�

	











2

2
0

3

2
0

a

a

a

a

,

.

Êðîìå òîãî, íóæíî íå çàáûòü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äèñêðèìè-

íàíò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

D a a a a� � � � � �( ) ( )( ) ( )2 4 2 3 4 6
2

áûë íåîòðèöàòåëüíûì. Îêîí÷àòåëüíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

2

2
0 0 2

3

2
0 3 2

a

a

a

a

a

a

�

� � � �� � � �

�

�

� � � �� � � � �

; ( ; ) ( ; ),

; ( ; ) ( ; ),

( ) ; ( ; ].4 6 0 6� � � � ��

�

	











a a

Íàõîäÿ îáùóþ ÷àñòü ðåøåíèé êàæäîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

ðåøåíèå ñèñòåìû: a � �� � �( ; ) ( ; ].3 2 6 Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå a � 2, ïî-

ëó÷åííîå ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, íàõîäèì îêîí÷à-

òåëüíî: a � �� � �( ; ) [ ; ]3 2 6 .

Îòâåò: a � �� � �( ; ) [ ; ]3 2 6 .

2.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )2 1 3 1 1 0
2

a x a x a� � � � � � èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ðåøåíèå. Ïðè 2 1 0à � � , òî åñòü a � �0 5, , çàäàííîå óðàâíåíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíûì: � � �15 0 5 0, , .x Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x �

1

3
.

Ïðè a � �0 5, çàäàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì. Îíî èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ðàâåíñòâå íóëþ åãî äèñêðèìèíàíòà.

D a a a� � � � �9 1 4 2 1 1
2

( ) ( )( ) = ( )( ( ) ( ))a a a� � � �1 9 1 4 2 1 =

= ( )( ).a a� �1 5

D � 0; � a
1

1� � ; a
2

5� � .

Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òðè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Îòâåò: {–5; –1; –0,5}.

2.5. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax x a
2

0� � � â çàâèñèìî-

ñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à.

Ðåøåíèå. Ïðè à = 0 óðàâíåíèå ëèíåéíîå, õ = 0.

Ïðè à � 0 óðàâíåíèå êâàäðàòíîå. Åãî ðåøåíèåì ïðè

D a� � �1 4 0
2

áóäåò x
a

a
1 2

2
1 1 4

2
,

�

� � �

.

Îòâåò: ïðè a� �

1

2
èëè a �

1

2
êîðíåé íåò; ïðè a � �

1

2
, õ = 1;

ïðè a �

1

2
, õ = –1; ïðè à = 0, õ = 0; ïðè � � �

1

2
0a èëè 0

1

2
� �a

x
a

a
1

2
1 1 4

2
�

� � �

; x
a

a
2

2
1 1 4

2
�

� � �

.

2.6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x a x a

x x

2 2

2

3 1 2 2

3 4

0
� � � �

� �

�

( )
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî

â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, çàäàåò íåðàâåíñòâî:

x x x x
2

3 4 0 1 4� � � � � � �; ; .

Â ÷èñëèòåëå äðîáè ñòîèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí. Îí èìååò åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ:

D a a� � � �( ) ( )3 1 4 2 2
2 2

= a a a
2 2

6 9 3 0� � � � �( ) ,

òî åñòü ïðè a � 3. Íàéäåì ýòîò êîðåíü:

a � 3; � x x
2

8 16 0� � � ; � x � 4,
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íî ïðè ýòîì çíà÷åíèè çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè a � 3 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ.

Çàäàííîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè

÷èñëèòåëü èìååò äâà êîðíÿ, íî îäèí èç ýòèõ êîðíåé ðàâåí –1

èëè 4, òî åñòü îäèí èç êîðíåé íå âõîäèò â îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà-

÷åíèé. Ïóñòü x � �1. Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â ÷èñëèòåëü, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ a:

1 3 1 2 2 0
2

� � � � �( )a a ; � 2 3 2 0
2

a a� � � ; � a
1

2� � ; a
2

0 5� , .

Íàéäåì êîðíè ÷èñëèòåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëó÷åííûì çíà-

÷åíèÿì ïàðàìåòðà:

a � �2; � x x
2

7 6 0� � � ; � x
1

1� � ; x
2

6� � ,

a � 0 5, ; � x x
2

0 5 15 0� � �, , ; � x
1

1� � ; x
2

15� , .

Ïðè êàæäîì èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ îäèí êîðåíü ÷èñëèòåëÿ

–1, à äðóãîé íå ðàâåí 4 , òî åñòü èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñò-

âåííîå ðåøåíèå.

Ïóñòü x � 4. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ a:

16 4 3 1 2 2 0
2

� � � � �( )a a ; � a a
2

6 9 0� � � ; � ( )a � �3 0; � a � 3.

Çíà÷åíèå a � 3ðàññìàòðèâàëîñü âûøå. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðà-

ìåòðà óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ çàäà÷è

óäîâëåòâîðÿþò äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà: a
1

2� � ; a
2

0 5� , .

Îòâåò: {–2; 0,5}.

2.7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y ax x a� � �
2

7 4 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ëþáûõ x.

Ðåøåíèå. Ãðàôèêîì çàäàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà ïðè

à � 0è ïðÿìàÿ ëèíèÿ y x� �7 ïðè a � 0.Ôóíêöèÿ y x� �7 ìîæåò ïðèíè-

ìàòü êàê îòðèöàòåëüíûå, òàê è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èñêîìûå çíà÷åíèÿ à äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ à � 0.

Ïðè à � 0 ïàðàáîëà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ

ëþáûõ x ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè õ
2

îòðèöàòåëåí (âåòâè

ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç), è äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëå-

íà îòðèöàòåëåí (êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íå èìååò êîðíåé, òî åñòü åãî

ãðàôèê íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ Ox).

Ïîýòîìó èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

a

D

�

�

�

	




0

0

,

.

D a� �49 16
2
; � 49 16 0

2
� �a ;
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� � �a
2 49

16
0; � � � �( )( )a a

7

4

7

4
0; � � �� � � ��a ( ; ) ( ; ).

7

4

7

4

Ó÷åò íåðàâåíñòâà a� 0 äàåò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

a � �� �( ; , ).1 75

Îòâåò: a � �� �( ; , ).1 75

2.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñò-

âî
x ax

x x

2

2

2

3 4

1
� �

� �

� � âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x.

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñåì –1 â ëåâóþ ÷àñòü è ïðèâåäåì âûðàæåíèå

â ëåâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

2 3 2

3 4

0

2

2

x a x

x x

� � �

� �

�

( )
.

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòå-

ëå, îòðèöàòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí äëÿ ëþ-

áûõ x. ×òîáû ïîëîæèòåëüíà áûëà âñÿ äðîáü, åå ÷èñëèòåëü òîæå äîë-

æåí áûòü âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Â ÷èñëèòåëå ñòîèò êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè x
2
. Îí áóäåò âñåãäà

ïîëîæèòåëüíûì, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí:

D a� � �( )3 16
2

= a a
2

6 7 0� � � ; � a � �( ; )7 1 ;

ýòî è áóäåò èñêîìûé èíòåðâàë äëÿ a.

Îòâåò: a � �( ; )7 1 .

2.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì ãðàôèêè

ôóíêöèé y a x x� � �( )
2

6 è y a x� � 6 èìåþò

à) åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó;

á) íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. à) Ïðè à = 0 ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò íà ïëîñêîñòè

ïðÿìóþ ëèíèþ ó = –6. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñî âòîðîé ïðÿìîé

ó = –6õ â òî÷êå (1; –6). Ýòî è áóäåò èõ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé.

Ïðè à � 0 ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïàðàáîëó,

à âòîðîå – ïðÿìóþ. Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èìåþò åäèíñòâåííóþ îá-

ùóþ òî÷êó, åñëè ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùèõ

òî÷åê ðåøàåì çàäàííûå óðàâíåíèÿ êàê ñèñòåìó:

y a x x

y a x

� � �

� �

�

	




( ) ,

,

2
6

6

îòêóäà a x x a x( )
2

6 6� � � � , èëè

ax a x a
2

6 6 0� � � � �( ) . (2.4)

16



Ãðàôèêè ôóíêöèé áóäóò èìåòü åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó,

åñëè ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (2.4) áóäåò èìåòü åäèíñò-

âåííîå ðåøåíèå. À äëÿ ýòîãî äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ:

D a a a a a� � � � � � � �( ) ( )6 4 6 5 36 36 0
2 2

.

Îòêóäà à
1
= –6, à

2
= –1,2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèêè ôóíêöèé èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ

òî÷êó ïðè à = 0, à = –6 è à = –1,2.

á) Ãðàôèêè çàäàííûõ ôóíêöèé íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, åñëè

ïðÿìàÿ è ïàðàáîëà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2.4),

äîëæíî íå èìåòü ðåøåíèé. Ýòî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (2.4) îòðèöàòåëåí:

D a a� � � �5 36 36 0
2

.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì a � � �( ; , )6 12 .

Îòâåò: à) {0; –6; –1,2}, á) a � � �( ; , )6 12 .

2.10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèÿ � �x x
2

2 3 0� � � è � �5 4 5 4 0
2 2 2

x a a x a a� � � � � �( ) ðàâíîñèëü-

íû.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè

èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïàðà-

ìåòðà íå ñîäåðæèò. Íàéäåì åãî ðåøåíèÿ:

� �x x
2

2 3 0� � � ; � � �x �1; � x � �1; � �x � �3, � íåò ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ áóäóò ðàâíîñèëüíû, åñëè âòîðîå óðàâíåíèå èìå-

åò òîëüêî êîðíè� �x �1;� x � �1.Íàéäåì äèñêðèìèíàíò âòîðîãî óðàâ-

íåíèÿ:

D a a a a� � � � � �( ) ( )
2 2 2

4 5 20 4

� � � � � �( ) ( )a a a a
2 2 2

4 10 4 25 20 4
2

( )a a� �

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) .a a a a a a
2 2 2 2 2

4 10 4 25 4 5

Òîãäà åãî êîðíÿìè áóäóò:

� �x
a a a a

1 2

2 2
4 5 4 5

10
,

( )
�

� � � � �

; �

� �x
1

1� ; � �x
a a

2

2
4

5
�

�

.

Îáà óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà êîðíåé

â äâóõ ñëó÷àÿõ:
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1) Âûðàæåíèå
a a

2
4

5

�

ðàâíî 1 � a
1

5� ; a
2

1� � .

2) Âûðàæåíèå
a a

2
4

5

�

îòðèöàòåëüíî, òîãäà óðàâíåíèå

� �x
a a

�

�
2

4

5
íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé.

a a
2

4

5
0

�

� ; � a �( ; ).0 4

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì: a � � �{ ; } ( ; ).1 5 0 4

Îòâåò: a � � �{ ; } ( ; ).1 5 0 4

2.11. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 8 4x a x� � �

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå x a
x

� �

� 4

8
.

Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè y x a� � . Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà a ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ñåìåéñòâî êðèâûõ, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ âåðõíåé ÷àñòüþ ïàðàáîë, îñü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñ-

öèññ, à âåðøèíà íàõîäèòñÿ â òî÷êå (–à; 0). Íàçîâåì óñëîâíî òàêóþ

êðèâóþ «ïîëóïàðàáîëîé» (ñì. ðèñ. 2.2).

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäàåò íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè

ïðÿìóþ y
x

� �

8

1

2
(íà ðèñ. 2.2 – ïðÿìàÿ ÀÂ), êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò îñü

àáñöèññ â òî÷êå À(–4; 0).

Åñëè âåðøèíà ïîëóïàðàáîëû ëåæèò ëåâåå òî÷êè À, ãðàôèêè ïå-

ðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå (òî÷êà Â íà ðèñ. 2.2). Ýòî ïðîèñõî-

äèò ïðè –à < –4, òî åñòü ïðè à > 4. Óðàâíåíèå èìååò ïðè ýòîì åäèíñò-

âåííîå ðåøåíèå.
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Åñëè âåðøèíà ïîëóïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå À, òî åñòü à = 4,

ïîëóïàðàáîëà è ïðÿìàÿ èìåþò äâå îáùèå òî÷êè, óðàâíåíèå èìååò

äâà ðåøåíèÿ. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ ñîõðàíèòñÿ, åñëè ìû áóäåì ñäâè-

ãàòü ïîëóïàðàáîëó âïðàâî äî òåõ ïîð, êîãäà ïàðàáîëà íå áóäåò êà-

ñàòüñÿ ïðÿìîé.

Åñëè ïîëóïàðàáîëà áóäåò êàñàòüñÿ ïðÿìîé, ñèñòåìà áóäåò

èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà à. Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â êâàäðàò:

64 8 16

4 0

2
( ) ,

;

x a x x

x

� � � �

� �

�

	




�

x x a

x

2
56 16 64 0

4

� � � �

� �

�

	




,

.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ. Çàïè-

øåì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ è ïðèðàâíÿåì åãî ê

íóëþ:

D a� � �3072 256 0; à = –12.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ ïðè a � �( ; ]12 4 ,

îäíî ðåøåíèå (ïîëóïàðàáîëà êàñàåòñÿ ïðÿìîé) ïðè à = –12. Ïðè

à < –12 ïîëóïàðàáîëà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé, òî åñòü óðàâíåíèå

ðåøåíèé íå èìååò.

Îòâåò: Íåò ðåøåíèé ïðè a � �� �( ; )12 ; 1 ðåøåíèå ïðè

a � � � ��{ } ( ; )12 4 ; 2 ðåøåíèÿ ïðè a � �( ; ]12 4 .

2.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé
y x a

y x

� �

� �

�

	




,

( )16 1

èìååò äâà ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ïî ìåòîäó ðåøåíèÿ ïîõîæà íà ïðåäûäóùóþ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y x a� � . Åñëè âîçâåñòè åãî â êâàäðàò, ïî-

ëó÷èì ôóíêöèþ y x a� �( )
2
, ãðàôèêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà

ñ îñüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè îðäèíàò, è âåðøèíîé â òî÷êå (à; 0).

Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé

ïàðàáîëû (ïîëóïàðàáîëó), òàê êàê èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x a�

(ðèñ. 2.3).

Óðàâíåíèå y x� �16 1( ) çàäàåò íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàííóþ

ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ îñü àáñöèññ â òî÷êå À(1; 0) (ïðÿìàÿ ÀÂ íà

ðèñ. 2.3).
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Ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ è ïîëóïàðàáî-

ëà èìåþò äâå îáùèå òî÷êè. Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåò-

ðà à äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âåðøèíà ïîëóïàðàáîëû ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

À, îòêóäà à = 1. Íèæíåé ãðàíèöåé èíòåðâàëà äëÿ à áóäåò òî åãî çíà-

÷åíèå, ïðè êîòîðîì ïîëóïàðàáîëà êàñàåòñÿ ïðÿìîé ÀÂ. Íàéäåì ýòî

çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì ïåðâîå óðàâíåíèå â êâàäðàò è ïðèðàâ-

íÿåì ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è âòîðîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû:

( ) ( )x a x� � �
2

16 1 ; � x a x a
2 2

2 16 16 0� � � � �( ) .

Ïîëóïàðàáîëà êàñàåòñÿ ïðÿìîé ÀÂ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëó-

÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî åñòü

äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ:

D a a a� � � � � � �( ) ( ) ( )2 16 4 16 4 16 48 0
2 2

,

îòêóäà à = –3.

Íàéäåííîå çíà÷åíèå â îòâåò íå âõîäèò, òàê êàê â ñëó÷àå êàñàíèÿ

ïîëóïàðàáîëû ñ ïðÿìîé ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îòâåò: a � �( ; ]3 1 .

2.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà

íåðàâåíñòâ
y x a

x y a

� �

� �

�

	




2

2

2

2

,
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ãðàôèêîì ôóíêöèè y x a� �
2

2 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, äëÿ

êîòîðîé îñü Îy ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè, âåðøèíà íàõîäèòñÿ â òî÷-
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B
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