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Ââåäåíèå

Ìåòîä ïåðåáîðà, âèäèìî, — ñàìûé äðåâíèé è ñàìûé ïðîñòîé

ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èñêîìàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò òîëü-

êî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Íàðÿäó ñ àíàëèçîì, ñèíòåçîì, àíàëîãè-

åé îí ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëü-

íîñòè.

Ýòîò ìåòîä î÷åíü óäîáåí, êîãäà êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàí-

òîâ íåâåëèêî. Òàêîé ïåðåáîð ëåãêî îñóùåñòâèòü âðó÷íóþ. Êîãäà æå

âàðèàíòîâ ñîòíè è òûñÿ÷è, òî ïåðåáîð ñëåäóåò «ïîðó÷èòü» êîìïüþ-

òåðó. Èçâåñòíû ñåðüåçíûå çàäà÷è, êîòîðûå ìàòåìàòèêè íå ìîãóò ðå-

øèòü èíà÷å, ÷åì ìåòîäîì ïåðåáîðà. Òàêîé, íàïðèìåð, áûëà çíàìå-

íèòàÿ «çàäà÷à î ÷åòûðåõ êðàñêàõ», ðåøåííàÿ ëèøü ïðè ïîìîùè

êîìïüþòåðà ñ î÷åíü õèòðûì ïåðåáîðîì. Îäíàêî ïåðåáîð ïîäõîäèò

íå äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ. Òàê, íàïðèìåð, ïåðåáîðîì íåâîçìîæíî òî÷íî

ðåøèòü òàêóþ ïðîñòåéøóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó: «Íàéòè íà äàí-

íîé ïðÿìîé òî÷êó, íàèìåíåå óäàëåííóþ îò çàäàííîé òî÷êè âíå ïðÿ-

ìîé». Íî ìåòîäîì ïåðåáîðà ìîæíî ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó: «Äîêà-

çàòü, ÷òî ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë åñòü òîëüêî äâà ÷èñëà, êîòîðûå

ðàâíû óòðîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ èõ öèôð». Ïåðåáåðåì âñå äâó-

çíà÷íûå ÷èñëà îò 10 äî 99 è ïîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèþ çàäà÷è óäîâ-

ëåòâîðÿþò òîëüêî äâà ÷èñëà: 15 è 24.

Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð.

Çàäà÷à 1. Íà ñêëàäå ñòîÿò 5 ñòàíêîâ ìàññîé ñîîòâåòñòâåííî

1500 êã, 1020 êã, 800 êã, 750 êã è 600 êã. Òðåáóåòñÿ óâåçòè ÷àñòü èç

íèõ íà ìàøèíå ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 3 òîííû, çàãðóçèâ åå ìàêñè-

ìàëüíî, íî íå ïåðåãðóçèâ. Êàêèå ñòàíêè íàäî ïîãðóçèòü â ìàøèíó?

Ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðåøèëè íå áðàòü ñàìûé òÿæåëûé ñòàíîê.

Òîãäà ìàññà îñòàëüíûõ ñòàíêîâ 1020 + 800 +750 + 600 = 3170 êã, ÷òî

áîëüøå òðåõ òîíí. Çíà÷èò, ïðèäåòñÿ îñòàâèòü åùå êàêîé-íèáóäü ñòà-

íîê. Ìû çàõâàòèì ñàìûé áîëüøîé âåñ, åñëè îñòàâèì ñàìûé ëåãêèé

ñòàíîê — â 600 êã. Íàäî, êîíå÷íî, åùå ïðîâåðèòü, ñìîæåò ëè òðåõ-

4



òîíêà óâåçòè îñòàâøèåñÿ ñòàíêè: 1020 + 800 + 750 = 2570 êã < 3 ò.

Èòàê: åñëè íå áðàòü ñàìûé òÿæåëûé ñòàíîê, òî ìû óâåçåì, ñàìîå

áîëüøåå, 2570 êã. Ïóñòü òåïåðü ìû ïîãðóçèëè íà ìàøèíó ñòàíîê

â 1500 êã; òîãäà â ìàøèíå åùå îñòàåòñÿ ìåñòà íà 1500 êã. Óëîæèòüñÿ

â ýòè 1500 êã ìîæíî, âçÿâ òîëüêî îäèí ñòàíîê, ÷òî äàñò íàì, ñàìîå

áîëüøåå, 1020 êã (à âñåãî â ãðóçîâèêå áóäåò 2520 êã), ëèáî âçÿòü äâà

ñòàíêà, ÷òî äàñò, ñàìîå áîëüøåå, 800 + 600 = 1400 êã, à âñåãî íà

ãðóçîâèêå áóäåò 2900 êã.

Ñðàâíèâàÿ âñå âàðèàíòû, ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäíèé — íàèëó÷-

øèé. Èòàê, íàäî ïîãðóçèòü ñòàíêè ìàññîé 1500 êã, 800 êã, è 600 êã.

Ïîäîáíûé ïðÿìîé ïåðåáîð íå âñåãäà âîçìîæåí. ×àùå ïðèõî-

äèòñÿ ïðèìåíÿòü åãî â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Âîò ïðèìåð.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, êàæäîå

èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

• ïåðâàÿ öèôðà â 3 ðàçà ìåíüøå ïîñëåäíåé åãî öèôðû;

• ñóììà ñàìîãî ÷èñëà ñ ÷èñëîì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç íåãî ïå-

ðåñòàíîâêîé âòîðîé è òðåòüåé åãî öèôð, äåëèòñÿ íà 8 áåç îñ-

òàòêà.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü x — öèôðà ñîòåí, ó — öèôðà äåñÿòêîâ èñêîìîãî ÷èñëà.

Òîãäà öèôðà åãî åäèíèö ðàâíà 3õ. Î÷åâèäíî, 3õ � 9, îòêóäà x � 3. Íó-

ëåì ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò, õ íå ìîæåò ðàâíÿòü-

ñÿ íè÷åìó èíîìó, êðîìå 1, 2 è 3. Ýòè òðè âîçìîæíîñòè ìû ðàññìîò-

ðèì ïî îòäåëüíîñòè, íî ñíà÷àëà çàïèøåì âòîðîå óñëîâèå, îáîçíà÷àÿ

òðåìÿ òî÷êàìè �âûðàæåíèå «äåëèòñÿ íà»:

((100x + 10ó + 3x) + (100x + 30õ + ó)) �8,

ò.å.

(200õ + 33x + 11ó) �8.

Ìû íàðî÷íî îñòàâèëè 200õ è 33õ îòäåëüíûìè ñëàãàåìûìè. Òàê

ëåã÷å çàìåòèòü, ÷òî 200õ ìîæíî îòáðîñèòü (òàê êàê 200 � 8) è çàïè-

ñàòü ýòî óñëîâèå òàê:

(33õ + 11ó) �8,

èëè

11(3x + ó) �8.
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Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 3õ + ó äåëèëîñü íà 8.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïåðåáîðó, êîòîðûé âïîëíå îñóùåñòâèì, òàê êàê

ñîñòîèò âñåãî èç òðåõ ñëó÷àåâ.

1) õ = 1. Òîãäà 3 + ó �8. Ýòî áóäåò ïðè ó = 5.

2) õ = 2. Òîãäà 6 + ó �8. Ýòî áóäåò ïðè ó = 2.

3) õ = 3. Òîãäà 9 + ó �8. Ýòî áóäåò ïðè ó = 7.

Èòàê, çàäà÷à èìååò òðè îòâåòà: 153, 226, 379.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà.

Çàäà÷à 3. Êàê îáúåõàòü íåñêîëüêî ãîðîäîâ, ìåæäó êàæäûìè

äâóìÿ èç êîòîðûõ èìååòñÿ æåëåçíîäîðîæíîå ñîîáùåíèå, çàòðàòèâ

êàê ìîæíî ìåíüøå âðåìåíè, åñëè çàäàí ãîðîä, â êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ

è êîí÷àåòñÿ ïóòü?

Óæå äëÿ 5 ãîðîäîâ êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàâíî 24, äëÿ 6 ãîðî-

äîâ èõ 120, äëÿ 7 — 720, äëÿ 10 — 362 880.

Âèäèì, ñêîëü ñëîæíî îñóùåñòâèòü ïðÿìîé ïåðåáîð. Çàìåòèì,

÷òî åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê ìåòîäà ïåðåáîðà — åãî òðóäîåìêîñòü

ïðè áîëüøîì ÷èñëå âàðèàíòîâ. Îäíàêî ýòîãî íåäîñòàòêà ÷àñòî ìîæ-

íî èçáåæàòü, åñëè ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàòü ïåðåáîð. Âåëèêîëåïíîé

èëëþñòðàöèåé ïðåèìóùåñòâà ðàçìûøëåíèé íàä «ãîëûì ïåðåáî-

ðîì» ìîãóò ñëóæèòü çàìå÷àòåëüíûå ðàáîòû ëàóðåàòà Íîáåëåâñêîé

ïðåìèè àêàäåìèêà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðî-

âàíèþ. Èõ ñìûñë â òîì, ÷òî îòñåèâàþòñÿ îãðîìíûå êîëè÷åñòâà âà-

ðèàíòîâ è ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåìíîãèå îñòàâøèåñÿ äàþò ïðîãðàì-

ìèñòó ðåøåíèå çàäà÷ çà ñ÷èòàííûå ìèíóòû. Ïîýòîìó, èìåÿ

çàâåäîìóþ âîçìîæíîñòü íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíûì ïåðåáîðîì,

ñëåäóåò «ïîëîìàòü ãîëîâó», ÷òîáû õîòü ÷óòü-÷óòü îãðàíè÷èòü îá-

ëàñòü ïåðåáîðà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà äâóõ çàäà÷àõ.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë åñòü òîëüêî

îäíî, êîòîðîå ðàâíî óäâîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ åãî öèôð.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è ìû äîëæíû íàéòè äâóçíà÷-

íîå ÷èñëî ab, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ab a b� � �2 , ò.å.

10 � a + b = 2 � a � b. Âûðàçèì èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà à:

a
b

b

b

b
�

� �
�

�2 10 2 5( )
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b — ýòî öèôðà, ìîæíî çàïèñàòü: 0 � b � 9, b � N0,

ãäå N0 — ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Èç ðàâåíñòâà

a
b

b
�

�2 5( )
, ñëåäóåò, ÷òî b – 5 � 1. Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû

0 9

5 1

� �

� �

	


�

b

b

,

ñëåäóåò: 6 � b � 9.

Õîòÿ ïåðåáîð âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé b, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâó 6 � b � 9, íåñëîæåí, ìîæíî åùå ñóçèòü îáëàñòü ïåðåáî-

ðà, äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî b äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Òîãäà ñëåäóåò

ðàññìîòðåòü ëèøü b = 6 è b = 8. Èòàê, ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïî-

çâîëèëè ñóçèòü îáëàñòü ïåðåáîðà îò 90 äî 10 ñëó÷àåâ, çàòåì äî 4

è îêîí÷àòåëüíî äî 2 ñëó÷àåâ. Ïðè b = 6 öèôðîé à áóäåò 3, à ÷èñëîì

áóäåò 36. Ýòî ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ çàäà÷è. Ïðè b = 8

çíà÷åíèå a áóäåò äðîáíûì ÷èñëîì, íî òàê êàê à — ýòî öèôðà, òî à

äðîáíûì áûòü íå ìîæåò.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëèøü îäíî äâóçíà÷íîå ÷èñëî 36 ðàâíî

óäâîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ åãî öèôð.

Çàäà÷à 5. Èçâåñòíî, ÷òî * * * * 33 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàé-

äèòå åãî.

Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, — ýòî ïåðåáèðàòü ïÿòèçíà÷íûå

÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 3, è ñìîòðåòü, íåò ëè ñðåäè íèõ òî÷íûõ

êóáîâ: 10 003, 10 013, 10 023, ... Íî êîãäà åùå ìû äîáåðåìñÿ äî

99 993, äà è êàê óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ äàííîå ÷èñëî êóáîì èëè íåò?

Ëó÷øå áóäåì âîçâîäèòü ÷èñëî â êóá è ïîñìîòðèì, êàêèå èç ïî-

ëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë áóäóò ïÿòèçíà÷íûìè è îêàí÷èâàþùèìèñÿ íà 3.

Ïîëó÷èì 13 = 1, 23 = 8, 33 = 27, 43 = 64, 53 = 125, 63 = 216, 73 = 343,

83 = 512, 93 = 729, 103 = 1000.

Òàê äåëî òîæå íå ïîéäåò. Çà÷åì íàì íóæíû êóáû ìàëåíüêèõ ÷è-

ñåë? Ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâíî íàèìåíüøåå ÷èñëî õ, êóá êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ ïÿòèçíà÷íûì ÷èñëîì. Îíî íå ìåíüøå, ÷åì 10000 10 103 3� ,

íî 103 áîëüøå 2, òàê êàê 23 = 8; ïîýòîìó õ áîëüøå 20. Îöåíèì èñêî-

ìîå ÷èñëî ñâåðõó, ò.å. ïîñìîòðèì, êàêîãî ÷èñëà îíî íå ìîæåò ïðå-

âûøàòü. Òàêîå ÷èñëî, î÷åâèäíî, ðàâíî 100000 10 1003 3� . Íî 1003

ìåíüøå 5, òàê êàê 53 = 125. Çíà÷èò, íóæíî ïåðåáèðàòü ÷èñëà îò 21

äî 49.
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Ïîñìîòðèì, íå ïîìîæåò ëè íàì ñîêðàòèòü ïåðåáîð òî, ÷òî ÷èñ-

ëî ïîä ðàäèêàëîì îêàí÷èâàåòñÿ íà 3. Èçó÷èì âûïèñàííûå íàìè

êóáû ïåðâûõ äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èç íèõ íà 3 îêàí÷èâàåòñÿ

ëèøü êóá 7. Åñëè òåïåðü íåìíîæêî ïîäóìàòü, òî íåòðóäíî ñîîáðà-

çèòü, ÷òî êóá íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 3 â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñàìî ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 7.

Òåïåðü íàì îñòàëîñü äëÿ ïåðåáîðà ëèøü òðè ÷èñëà: 27, 37 è 47.

273 = 19 683, 373 = 50 653, 473 = 103 823, íî ïîñëåäíåå ÷èñëî óæå

øåñòèçíà÷íîå, ïîýòîìó îñòàþòñÿ ëèøü ÷èñëà 27 è 37.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âàðèàíòîâ ïåðåáîðà ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå ìå-

òîäû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò íîâóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè — öåëî÷èñ-

ëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Ñ ìåòîäîì ïåðåáîðà ñâÿçàí ìåòîä ïîëíîé èíäóêöèè, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî äîêàçûâàþò òåîðåìû, ðåøàþò çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-

ñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè ñòðîèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, ê êàæ-

äîìó èç êîòîðûõ ïðèìåíÿþò ëèáî ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä, ëèáî ìåòîä

ïðîòèâîðå÷èÿ.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá èçìåðå-

íèè âïèñàííîãî óãëà ïîëîâèíîé äóãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ. Äî-

êàçûâàÿ ýòó òåîðåìó ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè, ìû äîëæíû ðàñ-

ñìîòðåòü âñå òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà

ñòîðîíå âïèñàííîãî óãëà, öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò ìåæäó ñòîðîíà-

ìè âïèñàííîãî óãëà, öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò âíå âïèñàííîãî óãëà.

Èòàê, ñóòü ìåòîäà ïîëíîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îá-

ùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè â êàæäîì êîíêðåò-

íîì ñëó÷àå èç ÷èñëà òåõ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ.

Áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ñóòè ìåòîäà ïîëíîé èíäóêöèè áó-

äåò ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèâåäåíû íèæå:

1. «Íàéäèòå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ðàâíî êâàäðàòó äâó-

çíà÷íîãî è êóáó îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà».

Âûïèøåì âñå êóáû îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë (13, 23, 33, …, 93) è âûáå-

ðåì òå èç íèõ, êîòîðûå, ÿâëÿÿñü òðåõçíà÷íûìè ÷èñëàìè, ðàâíû êâàä-

ðàòó äâóõçíà÷íîãî ÷èñëà. Òàêîå ÷èñëî åäèíñòâåííîå: 729 = 272 = 93.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè.

2. «Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà õ18 – õ15 + õ2 – õ + 1 > 0

áóäóò âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà».
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà òðè ïðîìåæóòêà:

à) õ � 0; á) 0 < õ < 1; â) õ � �
Äîêàæåì, ÷òî íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ.

Åñëè õ � 0, òî ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà, íåîòðèöàòåëüíû, à 1 áîëüøå íóëÿ, à, çíà÷èò, èõ ñóììà

áîëüøå íóëÿ.

Ïðè 0 < õ < 1, ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-

ñòâà, ñëåäóþùèì îáðàçîì: x18 + (õ2 – õ15) + (1 – õ), ìû áóäåì èìåòü,

÷òî âñå ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû, à, çíà÷èò, èõ ñóììà áîëüøå íóëÿ.

Åñëè õ � 1, òî ãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ ïðîâåäåì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: (õ18 – õ15) + (õ2 – õ) + 1.

Ïðè õ � 1 ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû, à åäèíèöà ïî-

ëîæèòåëüíà, è, çíà÷èò, âñÿ ñóììà áîëüøå íóëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ðå÷ü â ýòîé çàäà÷å øëà î áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ñëó-

÷àåâ (x � R) è ïåðåáðàòü èõ âñå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Äëÿ

òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîëíîé èíäóêöèè, ìû ðàçáèëè áåñ-

êîíå÷íîå ÷èñëî ñëó÷àåâ íà êîíå÷íîå ÷èñëî âàðèàíòîâ (çäåñü îñíî-

âîé ðàçáèåíèÿ ñëóæèò ñìåíà çíàêà âûðàæåíèÿ), à çàòåì êàæäûé âà-

ðèàíò ðàññìàòðèâàåì â îòäåëüíîñòè.

Íî îïèñàííàÿ âûøå òåõíîëîãèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîëíîé

èíäóêöèè íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ ïðèìåíèìà äà-

ëåêî íå âñåãäà. Ìåòîä ïîëíîé èíäóêöèè èìååò â ìàòåìàòèêå îãðàíè-

÷åííîå ïðèìåíåíèå. Àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ

ïðåäëîæåíèé îõâàòûâàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ âàðèàí-

òîâ, è ïðîâåñòè ïðîâåðêó èñòèííîñòè ýòèõ ïðåäëîæåíèé â òàêîì

ñëó÷àå ïóòåì ïåðåáîðà èëè ïóòåì ðàçáèåíèÿ ýòîãî áåñêîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìû íå ìîæåì. Òîãäà âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáðàùàþòñÿ ê îñîáîìó ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà —

ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñò-

âà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåêîòîðîãî óòâåð-

æäåíèÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. ×òîáû äîêàçàòü ýòî óò-

âåðæäåíèå, ïðîâåðÿþò åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = 1. Çàòåì äîêàçû-

âàþò, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè k èç ñïðàâåäëèâîñòè

ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè n = k âûòåêàåò åãî ñïðàâåäëè-
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âîñòü ïðè n = k + 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì äëÿ

âñåõ n � N.

Ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: «Åñëè

ïðåäëîæåíèå, â ôîðìóëèðîâêó êîòîðîãî âõîäèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n, èñòèííî ïðè n = 1 è èç åãî èñòèííîñòè ïðè n = k (ãäå k � N) ñëåäó-

åò, ÷òî îíî èñòèííî è ïðè n = k + l, òî îíî èñòèííî ïðè âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n».

Êîãäà ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (åãî èíîãäà íàçûâà-

þò àêñèîìîé àðèôìåòèêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) èñïîëüçóþò äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû (� �n N ) (À(n)), òî ôàêòè÷åñêè ñòðîèòñÿ òàêîé

ñèëëîãèçì:

Áîëüøàÿ ïîñûëêà: ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ìàëàÿ ïîñûëêà: À(n), n � N: À(1) — èñòèííî; (A(k) � A(k + l)) —

èñòèííî.

Âûâîä: À(n) — èñòèííî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Êîãäà íóæíî äîêàçûâàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäå-

íèÿ íå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ëèøü äëÿ n � ð, ãäå ð — ôèêñè-

ðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëüçóþòñÿ ïðèíöè-

ïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ñôîðìóëèðîâàííûì ñëåäóþùèì

îáðàçîì: «Åñëè ïðåäëîæåíèå èñòèííî ïðè n = ð è èç åãî èñòèííîñòè

ïðè n = k, ãäå k � ð, ñëåäóåò, ÷òî îíî èñòèííî è ïðè n = k + l, òî ïðåä-

ëîæåíèå èñòèííî äëÿ ëþáîãî n � ð».

Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñòèííîñòü ðà-

âåíñòâà

1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2. (*)

1) Ïðè n = 2 (ìû âçÿëè áàçó èíäóêöèè äëÿ n = 2, à íå äëÿ n = 1,

èáî äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ) äîêàçûâàåìîå ðàâåí-

ñòâî ïðèíèìàåò âèä 1 + 3 = 22, êîòîðîå èñòèííî. Èòàê, ðàâåíñòâî (*)

èñòèííî ïðè n = 2.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (*) èñòèííî ïðè n = k, ò. å. ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

l + 3 + 5 + ... + (2k – l) = k2.

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ðàâåíñòâî (*) èñòèííî è ïðè n = k + 1, ò. å.

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l + 3 + 5 + ... + (2k – l) + (2k + l) = (k + 1)2.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:
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l + 3 + 5 + ... + (2k – l) + (2k + l) =

= (l + 3 + 5 + ... + (2k – l)) + (2k + l).

Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóììà, ñòîÿùàÿ â ïåðâîé

ñêîáêå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ðàâíà k2. Çíà÷èò, âñÿ ñóììà ðàâíà

k2 + 2k + l = (k + l)2.

Èòàê, èìååì

l + 3 + 5 + ... + (2k – l) + (2k + l) = (k + l)2.

Òåì ñàìûì ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñòèííîñòü

ðàâåíñòâà (*) äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ n � N.

Íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ â ìàòåìà-

òèêå èñïîëüçóåòñÿ åùå îäèí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà. Åãî ñóòü ñîñòîèò

â ñëåäóþùåì. Ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ äëÿ êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, è äåëàåòñÿ âûâîä î íåâûïîëíèìîñòè ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Íàçîâåì ýòîò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì áåñêîíå÷íûõ èñêëþ÷å-

íèé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ýòîò ìåòîä äîêàçà-

òåëüñòâà.

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà âûðàæåíû

íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì ÷èñëîâîå çíà÷åíèå åãî ïåðèìåòðà

ðàâíî ÷èñëîâîìó çíà÷åíèþ åãî ïëîùàäè, òî òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ìîæåò áûòü òîëüêî äâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì äëèíû ñìåæíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ÷åðåç õ è ó.

Ïî óñëîâèþ õó = 2 � õ + 2 � ó. Èç óðàâíåíèÿ èìååì y
x

x
�

�
2

2
. Âûäåëèì

öåëóþ ÷àñòü ó ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ:

y
x

x

x

x x
�

�
�

� �
�

� �
�

2

2

2 4 4

2
2

4

2
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ õ è ó � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ñóììà

2
4

2
�

�x
ìîæåò áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ëèøü ïðè õ = 3, õ = 4, õ = 6.

Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñëàõ ýòà ñóììà íå ìîæåò áûòü íàòóðàëüíûì

÷èñëîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ó áóäóò ó = 6, ó = 4, ó = 3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé äâà: ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-

ìè 3 è 6 è êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 4.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî äðîáü
4 5

2 1

n

n

�
�

ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ n áóäåò íàòó-

ðàëüíûì ÷èñëîì ëèøü ïðè n = –1, n = 0, n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåîáðàçóåì äðîáü, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü:

4 5

2 1

4 2 2 5

2 1

4 2 3

2 1
2

3

2 1

n

n

n

n

n

n n

�
�

�
� � �

�
�

� �
�

� �
�

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèøü ïðè n = –1, n = 0, n = 2 äðîáü
3

2 1n �
áóäåò öå-

ëûì ÷èñëîì, à ñàìà ðàçíîñòü 2
3

2 1
�

�n
áóäåò íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèé n äðîáü
4 5

2 1

n

n

�
�

íå áóäåò íàòó-

ðàëüíûì ÷èñëîì.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ n äðîáü
n n

n

2 3

1

� �
�

áóäåò

öåëûì ÷èñëîì ëèøü ïðè n = –6, n = –2, n = 0, n = 4.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåîáðàçóåì çàïèñàííóþ äðîáü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n n

n

n n n n

n

n n n

n
n

n

n

2 2 23

1

3

1

2 3

1

2 3

1

� �
�

�
� � � �

�
�

� � �
�

� �
�
�

�
( )

� �
� � �

�
� � �

�
n

n

n
n

n

2 2 2 3

1
2

5

1
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò èìåòü öåëîå

çíà÷åíèå ëèøü ïðè n = –6, n = –2, n = 0, n = 4.

Ìåòîä ïåðåáîðà, õîòÿ è íå òðåáóåò áîëüøèõ çíàíèé â îáëàñòè

ìàòåìàòèêè, èìååò çíà÷èòåëüíóþ äèäàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Îíà ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïåðåáîðå ó÷åíèê óïîäîáëÿåòñÿ ýìïèðèêó. Óæå

â ìëàäøèõ êëàññàõ ó÷àùèåñÿ ñòàëêèâàþòñÿ ñ ðàçáîðîì âñåâîçìîæ-

íûõ ñëó÷àåâ ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷. Èñïîëüçóÿ ïåðåáîð, ó÷åíèê

âåäåò ñåáÿ êàê îáû÷íûé ýêñïåðèìåíòàòîð (ôèçèê, èíæåíåð,…), íà-

áëþäàåò, ñîïîñòàâëÿåò ôàêòû è íà îñíîâàíèè ÷àñòíûõ âûâîäîâ äå-

ëàåò òå èëè èíûå îáùèå çàêëþ÷åíèÿ. Â ïðîöåññå ýòèõ íàáëþäåíèé

îáîáùàåòñÿ ðåàëüíî-ïðàêòè÷åñêèé îïûò ó÷àùåãîñÿ. Èìåííî â ýòîì

ïðåæäå âñåãî ñîñòîèò ïîçíàâàòåëüíàÿ öåííîñòü çàäà÷ íà ïåðåáîð.

Ïðè ýòîì â äàííîé ðàáîòå òåðìèí «ïåðåáîð» èñïîëüçóåòñÿ äâîÿêî.
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Âî-ïåðâûõ, â ñìûñëå ðàçáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð,

èìåþòñÿ 9 ïàëî÷åê ðàçíîé äëèíû îò 1 ñì äî 9 ñì. Ñêîëüêî èç íèõ

ìîæíî ñîñòàâèòü êâàäðàòîâ, äëèíà ñòîðîíû êàæäîãî èç êîòîðûõ

ðàâíà 9 ñì (ñïîñîáû ñîñòàâëåíèÿ êâàäðàòà ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè,

åñëè èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ïàëî÷êè è íå îáÿçàòåëüíî âñå)? Âî-âòî-

ðûõ, ñëîâî «ïåðåáîð» èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå òåðìèíà «èíäóêöèÿ»,

íî íå êàê çàìåíèòåëü òåðìèíà «ïîëíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ».

Íàáëþäàÿ çà ÷àñòíîñòÿìè, ó÷åíèêè ÷àñòî ïîäìå÷àþò îáùåå ïðàâè-

ëî, ôîðìóëó. Íàïðèìåð, ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷à: êàêèì ñâîéñòâîì îá-

ëàäàþò ñóììû ïåðâûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë? Êàê âñïîìèíàë àêàäåìèê À.Í. Êîëìîãîðîâ, «Ðàäîñòü ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îòêðûòèÿ ÿ ïîçíàë ðàíî, ïîäìåòèâ â âîçðàñòå 5–6 ëåò

çàêîíîìåðíîñòü:

1 = 12

1 + 3 = 22

1 + 3 + 5 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 42

è òàê äàëåå».

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì ïåðåáîðà (â ïåðâîì ñìûñëå) íóæ-

íî ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, èç íèõ âûäåëèòü òå, êîòî-

ðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì çàäà÷è, ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ âàðèàí-

òîâ áûòü íå ìîæåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà òàêîé

ñèñòåìû ïåðåáîðà, êîòîðàÿ äàâàëà áû ïîëíóþ óâåðåííîñòü â òîì,

÷òî ðàññìîòðåíû âñå ñëó÷àè. Â ýòîì ñîñòîÿò îñîáåííîñòè è òðóäíî-

ñòè ìåòîäà ïåðåáîðà. Íî, äàæå íå âëàäåÿ íà÷àëàìè êîìáèíàòîðèêè,

÷àñòî ìîæíî ñäåëàòü ïåðåáîð âïîëíå îáîçðèìûì è îäíîçíà÷íûì.

Òàê, â çàäà÷å ñ ïàëî÷êàìè ìîæíî èñêóññòâåííî ââåñòè «ïàëî÷êó»

äëèíû 0 è èç ÷èñåë 0, 1, …, 9 ñêîíñòðóèðîâàòü ïàðû ñ ñóììîé 9:

(0; 9); (1; 8); (2; 7); (3; 6); (4; 5).

Îñòàâëÿÿ îäíó èç ïàð â ñòîðîíå (5 ñëó÷àåâ), èç îñòàâøèõñÿ ÷å-

òûðåõ ïàð ïàëî÷åê ñòðîèì íóæíûé êâàäðàò. Îäíàêî ïðåæäå ÷åì

ê ýòîìó ñïîñîáó ðåøåíèÿ ïðèéòè, øêîëüíèêè ðèñîâàëè íåñêîëüêî

êîíêðåòíûõ êâàäðàòîâ.

Ìåòîä ïåðåáîðà íå ñëó÷àéíî çàâîåâàë ïîïóëÿðíîñòü â øêîëü-

íûõ ó÷åáíèêàõ, ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ, â çàäà÷àõ íà ïðèåì-

íûõ ýêçàìåíàõ â âóçàõ. Ìåòîäîì ïåðåáîðà äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå

ôîðìóëû è òåîðåìû, ìíîãî çàäà÷ (îñîáåííî èç òåîðèè ÷èñåë) èìåþò
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ïåðåáîðíîå ðåøåíèå, ïîäòâåðæäàþùåå èëè îïðîâåðãàþùåå òó èëè

èíóþ ãèïîòåçó. Íàâðÿä ëè ìîæíî íàçâàòü ðàçäåëû øêîëüíîãî êóðñà

ìàòåìàòèêè, â êîòîðûõ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ íå èñïîëüçîâàëèñü áû

ýëåìåíòû ïåðåáîðà. Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ óçíàòü, ïðè êàêèõ çíà÷å-

íèÿõ àðãóìåíòà äàííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. ×àùå âñåãî ìû ïåðåáèðàåì çíàêè äàííîé

äðîáè íà ïðîìåæóòêàõ, íà êîòîðûå ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ðàçáèâàåòñÿ

âñåìè íóëÿìè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, ò.å. èñïîëüçóåì òàê íàçû-

âàåìûé ìåòîä èíòåðâàëîâ. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ íàáëþäàþòñÿ

ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ, êîãäà íåèçâåñòíîå ñîäåð-

æèòñÿ ïîä çíàêîì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. À âçÿòü çàäà÷è ñ ïàðàìåò-

ðîì… .

Ïåðåáîð êàê ìåòîä èíäóêòèâíîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè

ê îïðîâåðæåíèþ êàêîãî-òî ôàêòà, ìîæåò è ïîäêðåïèòü åãî èñòèí-

íîñòü. Ìíîãî÷èñëåííûå òîìó ïðèìåðû ìû ìîæåì íàéòè, íàïðèìåð,

â ðàáîòå [43]. Òàê, Ï. Ôåðìà ïðåäïîëàãàë, ÷òî ÷èñëà âèäà f n

n

� �2 12

( )n N� ïðîñòûå. Ýòî âåðíî äëÿ n �1 2 3 4, , , , îäíàêî Ë. Ýéëåð, íå-

ïðåâçîéäåííûé âû÷èñëèòåëü ñâîåãî âðåìåíè, íàøåë, ÷òî ÷èñëî f 5

ñîñòàâíîå:

f 5 4 294 967 297 641 6 700 417� � � .

Â ãåîìåòðèè èçâåñòíà òåîðåìà Ë. Ýéëåðà (1758 ã.): ó âûïóêëîãî

ìíîãîãðàííèêà ÷èñëî âåðøèí ìèíóñ ÷èñëî ðåáåð ïëþñ ÷èñëî ãðàíåé

ðàâíî äâóì; ñèìâîëè÷åñêè Â – Ð + Ã = 2. Êàê Ýéëåð ïðèøåë ê ýòîé

ôîðìóëå? Íà îñíîâå ïîäñ÷åòà óêàçàííûõ âåëè÷èí äëÿ êîíêðåòíûõ

ôèãóð (êóá, ïðèçìû, ïèðàìèäû, …), ò.å. ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà êîí-

êðåòíûõ âàðèàíòîâ. Ìàñòåð èíäóêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ, Ýéëåð

ñäåëàë ìíîãèå âàæíûå îòêðûòèÿ (â òåîðèè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ,

â òåîðèè ÷èñåë è ò.ä.) ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè.

Ïåðåáîð êàê èíäóêòèâíîå èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü â ìàòåìà-

òèêå ïîëåçíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷àñòíûå íàáëþäåíèÿ íå òîëüêî

ïðèâîäÿò ê îáùåìó ðåçóëüòàòó, íî è ìîãóò ïîäñêàçàòü åãî äîêàçà-

òåëüñòâî. Íàïðèìåð, ïóñòü Ln îáîçíà÷àåò ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå

ïëîñêîñòü äåëèòñÿ n ïðÿìûìè â îáùåì ïîëîæåíèè. Ðàçáîð ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ ïîäâîäèò ê ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå L L nn n� � � �1 1( ), à îò-

ñþäà ëåãêî óñòàíîâèòü â ÿâíîì âèäå Ln êàê ôóíêöèþ îò n.

Â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü ïåðåáîðíîãî

ìåòîäà êàê ðàçíîâèäíîñòè èíäóêöèè. Ïåðåáèðàÿ êîíêðåòíûå ÷àñò-
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íûå ñëó÷àè êàêîé-íèáóäü ôîðìóëû èëè òåîðåìû, ìû íà÷èíàåì

åå îñîçíàâàòü è ïîíèìàòü. Óáåäèâøèñü â òîì, ÷òî ôîðìóëà èëè òåî-

ðåìà âåðíà â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ìû ïðèîáðåòàåì ñèëü-

íûå äîâîäû â åå ïîëüçó. Ïîäîáíîå îáñóæäåíèå ìîæåò ñëóæèòü èë-

ëþñòðàöèåé íåêîòîðûõ âàæíûõ îáùèõ èäåé. Èíäóêòèâíàÿ ôàçà

ïðåîäîëåâàåò íàøå ïåðâîíà÷àëüíîå ñîìíåíèå è äàåò íàì ñèëüíóþ

óâåðåííîñòü â ôîðìóëå, òåîðåìå. Êàê ïèñàë Ä. Ïîéà, «Â öåëîì êà-

æåòñÿ åñòåñòâåííûì è ðàçóìíûì, ÷òî èíäóêòèâíàÿ ôàçà ïðåäøåñò-

âóåò äîêàçàòåëüíîé ôàçå. Ñíà÷àëà äîãàäàéòåñü, ïîòîì äîêàæèòå»

[43, ñ. 105]. È äàëåå: «Òàê îáû÷íî äåëàåòñÿ îòêðûòèå. Ó ó÷èòåëÿ ìà-

òåìàòèêè åñòü ìíîãî âîçìîæíîñòåé ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðîëü äî-

ãàäêè â îòêðûòèè è, òàêèì îáðàçîì, ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ó ó÷à-

ùåãîñÿ ñêëàäà óìà, êîòîðûé èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå âàæíîå

çíà÷åíèå äëÿ ëþáîé èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû. Ìíå õî÷åòñÿ, ÷òî-

áû âû ïîçàáîòèëèñü î ñâîèõ ó÷àùèõñÿ â ýòîì îòíîøåíèè. Ñòàðàé-

òåñü íàó÷èòü èõ äîãàäûâàòüñÿ» [42, ñ. 308].

Êîìó àäðåñîâàíî äàííîå ïîñîáèå? Ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ, íà-

÷èíàÿ ñ øåñòîãî êëàññà. Íî ïðåïîäàâàòåëè è ñòóäåíòû ìîãóò èç-

âëå÷ü êîå-÷òî ïîëåçíîå, íàïðèìåð, ìàòåðèàë äëÿ çàíÿòèé ìàòåìàòè-

÷åñêîãî êðóæêà, äëÿ ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ ê îëèìïèàäå, äëÿ

íàïèñàíèÿ äîêëàäà èëè ðåôåðàòà. Áîëüøèíñòâî ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷

òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíî ñ ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ÷èòàòåëü äîëæåí èìåòü

îñíîâîïîëàãàþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: ÷òî òàêîå ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ,

êàêèå ÷èñëà ïðîñòûå è ñîñòàâíûå, çíàòü îñíîâíûå ïðèçíàêè äåëèìî-

ñòè è ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèô-

ìåòèêè), ÍÎÄ è ÍÎÊ. Â ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷àõ ìû íå èñïîëüçóåì

òàêèå òîíêèå ôàêòû, êàê ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà èëè êèòàéñêóþ òåî-

ðåìó îá îñòàòêàõ. Ïðåäëîæåííàÿ òåìàòèêà õîðîøî ïåðåñåêàåòñÿ

ñ êîìáèíàòîðèêîé, íî ìû ñî÷ëè ðàçóìíûì îãðàíè÷èòüñÿ ìèíèìó-

ìîì çàäà÷, â êîòîðûõ îíà ïðèìåíÿåòñÿ. ×òî êàñàåòñÿ àëãåáðû, òî ÷è-

òàòåëü äîëæåí èìåòü íàâûêè ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íåâûñîêèõ

ñòåïåíåé (âòîðîé èëè òðåòüåé) íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Çíàíèå

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî â ðàçäåëå 2.2.

Ïî ñâîåìó ïðîèñõîæäåíèþ ïðåäëàãàåìûé çäåñü ìàòåðèàë âåñü-

ìà ðàçíîîáðàçåí. Ìû ÷åðïàëè åãî, íàïðèìåð, èç êëàññè÷åñêîãî äîñ-

òîÿíèÿ îòå÷åñòâåííîé ïîïóëÿðíîé ìàòåìàòèêè. Âåäü ñêîëüêî

øêîëüíèêîâ ïðèîáùèëèñü ê «öàðèöå íàóê», ÷èòàÿ, ñêàæåì, êíèæêó

ß.È. Ïåðåëüìàíà [40], èñòî÷íèêè [21, 24, 26, 37, 38] è èõ ïåðåâîä-
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íûå àíàëîãè. Èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ìàòåðèàëû æóðíàëà «Êâàíò» è

ìíîãî÷èñëåííûå ñáîðíèêè çàäà÷ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèì-

ïèàä øêîëüíèêîâ, íàïðèìåð [14]. Íå îñòàëèñü â ñòîðîíå è íåêîòî-

ðûå ìåòîäè÷åñêèå ðàçðàáîòêè äëÿ ó÷àùèõñÿ è ó÷èòåëåé, ïðåïîäàâà-

òåëåé è ñòóäåíòîâ ïåäâóçîâ [3, 11, 20, 29, 32, 48, 54] è äð. Ñïèñîê

èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû âîâñå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó; ëþ-

áîé ìàëî-ìàëüñêè çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîã áû åãî äîïîë-

íèòü.

Â ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòî âêðàïëåíû ïîÿñíåíèÿ, èìåþùèå öåëüþ

íàïîìíèòü íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ, ôîðìóëû, ïðàâèëà; èíîãäà òóò æå

ïðè ðåøåíèè óêàçûâàþòñÿ âîçìîæíûå ðàñøèðåíèÿ, íîâûå ïðèìå-

íåíèÿ, èñòî÷íèê äëÿ áîëåå óãëóáëåííîãî çíàêîìñòâà ñ ìàòåðèàëîì.

Àâòîðîì ïîäìå÷åíî, ÷òî íåêîòîðûå ñòóäåíòû — «êîìïüþòåð-

ùèêè», èäÿ â íîãó ñ òåíäåíöèåé âíåäðåíèÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ ñî-

âðåìåííûõ èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ðÿä

ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ íà ïåðåáîð óñïåøíî ðåøàëè íà êîìïüþòåðå,

íàïðèìåð, â ñðåäå Mathcad, óêëîíÿÿñü îò ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ. ×àñòü òàêèõ ïîäõîäîâ â êà÷åñòâå íîâèíêè ìû

íå áåç óäîâîëüñòâèÿ çäåñü ïðèâîäèì.

Àâòîð ñòàðàëñÿ îáîéòèñü ìèíèìóìîì îáîçíà÷åíèé. ×àùå âñåãî

áûëî èñïîëüçîâàíî: N — ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Z — ìíî-

æåñòâî öåëûõ ÷èñåë è R — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Ãëàâà 1. ÏÅÐÅÁÎÐ Â ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÇÀÄÀ×ÀÕ

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî íàâîäÿùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.1. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë

äåëèòñÿ íà 3. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì äàííûå ÷èñëà â âèäå 3 3 1 1k c k c� �, , ãäå

c c, { , , }1 0 1 2� . Òîãäà ñóììà èõ êâàäðàòîâ ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

3 3 3 2 22

1

2

1 1

2

1

2( ) ( )k k kc k c c c� � � � � .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è c c2

1

2� êðàòíî òðåì. Ïåðåáèðàåì âñå âîç-

ìîæíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé c è c1 (èõ 9 ïàð). Âèäèì, ÷òî ëèøü

ïðè c c� �1 0 ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ äåëèòñÿ íà 3.

Ïåðåõîä îò öåëûõ ÷èñåë ê èõ îñòàòêàì îò äåëåíèÿ íà ôèêñè-

ðîâàííîå ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèåìîì â çàäà÷àõ íà äå-

ëèìîñòü. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòîå ïðàâèëî: ÷òîáû íàéòè

îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m ñóììû èëè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ (èëè íå-

ñêîëüêèõ) öåëûõ ÷èñåë, äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü òå æå îïåðàöèè ñ îñ-

òàòêàìè è íàéòè, êàêîé îñòàòîê äàåò íóæíûé ðåçóëüòàò.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ðåçóëüòàò ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà

îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè â åãî óñëîâèè çàìåíèòü 3 íà 7. Äåéñòâèòåëü-

íî, âîçâåäÿ â êâàäðàò öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 6, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

îñòàòêè, êîòîðûå äàþò êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 7, —

ýòî òîëüêî 0, 1, 2 è 4. Âèäèì, ÷òî íèêàêèå äâà èç ýòèõ ÷åòûðåõ ÷èñåë,

êðîìå ïàðû íóëåé, â ñóììå íå äàþò ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 7. Ïîýòî-

ìó ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 7 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7.

Ïðèìåð 1.2. ×èñëà l3 3� íè ïðè êàêîì öåëîì l íå äåëÿòñÿ íà

7. Äîêàçàòü.

Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå öåëîå ÷èñëî l ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå l m r r� � �7 0 1 6, { , , ..., }. Òîãäà

l m m r m r r3 3 2 2 37 3 7 3 7� � � � � �( ) ( ) ( ) .
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Îòñþäà l M r3 33 7 3� � � � , ãäå M — íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî (âûïè-

øèòå åãî). Íî ïðîñòûì ïåðåáîðîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî èç âñåâîçìîæ-

íûõ ðàçíîñòåé r 3 3� íè îäíà íå äåëèòñÿ íà 7.

Ïðèìåð 1.3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n n N2 1� �( ) íå äåëèòñÿ íà 3.

á) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3 82 2x y� � .

Â ðåøåíèè çàäà÷è à) ïðåäñòàâüòå n â âèäå n k r� �3 , r �{ , , }0 1 2 .

Ïåðåáîðîì îñòàòêîâ ïðîâåðüòå íåäåëèìîñòü íà 3 ÷èñëà n2 1� .

Â ñëó÷àå á) ïðèáàâüòå ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïî 1. Åñëè áû

óðàâíåíèå èìåëî ðåøåíèå, òî ñëåâà óâèäèì ÷èñëî, êðàòíîå òðåì,

à ñïðàâà, ñîãëàñíî à), íå êðàòíîå òðåì. Ïðîòèâîðå÷èå ïðèâîäèò ê îò-

âåòó: ðåøåíèé íåò.

Èññëåäîâàíèå íà äåëèìîñòü îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà A B� íà

äàííîå öåëîå ÷èñëî m ÷àñòî ïðèâîäèò ê óñïåõó â ðåøåíèè çàäà÷è.

Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.4. Íàéäèòå âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðûõ

ðàâåí êóáó ñóììû èõ öèôð.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 10a b� — èñêîìîå ÷èñëî (a b, — åãî öèôðû,

a � 0). Òàê êàê10 9a b a a b� � � �( ), òî

( ) ( ) ( ) ( )10 81 182 2 2 3a b a a a b a b a b� � � � � � � � .

Îòñþäà

81 18 12 2a a a b a b a b� � � � � �( ) ( ) ( ).

Âåëè÷èíà ñëåâà äåëèòñÿ íà 9, ïîýòîìó a b� � 9 èëè a b� �18

èëè a b� � �1 9 èëè a b� � �1 0. Îñòàëîñü âûïîëíèòü ïåðåáîð, êîòî-

ðûé ìû îïóñêàåì.

Îòâåò: 27.

Ïðèìåð 1.5. Â ðàâåíñòâå ËÈÊ � ËÈÊ = ÁÓÁËÈÊ âìåñòî êàæ-

äîé áóêâû íàäî ïîñòàâèòü îïðåäåëåííóþ öèôðó òàê, ÷òîáû ïîëó÷è-

ëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî. Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò

ðàçëè÷íûå öèôðû.

Ðåøåíèå. Èç îáåèõ ÷àñòåé èñõîäíîãî ðàâåíñòâà âû÷òåì ËÈÊ.

Ïîëó÷èì ËÈÊ � (ËÈÊ – 1) = ÁÓÁ � 1000. Çàìåòèì, ÷òî1000 125 8� � .

Ìíîæèòåëè ËÈÊ, ËÈÊ – 1 âçàèìíî ïðîñòûå. Íå÷åòíûé èç íèõ äîë-

æåí äåëèòüñÿ íà 125. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ËÈÊ ÷åòíîå, òî

ËÈÊ – 1 ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ 125, 375, 625, 875. Ïåðå-

áîðîì íàõîäèì, ÷òî òîãäà ËÈÊ = 376. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ËÈÊ
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íå÷åòíîå, òî ïåðåáîð äàñò ËÈÊ = 625. Ïðîâåðêà (376 376 141 376� � ,

625 625 390 625� � ) ïîêàçûâàåò, ÷òî ËÈÊ = 625 ñëåäóåò îòñåÿòü. Èíà-

÷å ÁÓÁ = 390 — ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê áóêâå Á äîëæíà ñîîòâåòñòâî-

âàòü òîëüêî îäíà öèôðà.

Ïðèìåð 1.6. Âîññòàíîâèòå â ïðèìåðå íà óìíîæåíèå ** � ** =

= 1*1 öèôðû, îáîçíà÷åííûå çâåçäî÷êàìè. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ [12,

çàäà÷à 168].

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ïåðâûå öèôðû ìíîæèòåëåé ðàâíû âòîðûì

èõ öèôðàì.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèôð ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ åäèíèöåé òîëüêî

â ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àÿõ: 1 � 1, 3 � 7 è 9 � 9. Ïåðåáåðåì âñå òðè âîç-

ìîæíîñòè: 11 � 11 = 121 ïîäõîäèò, 13 � 17 = 221 íå ïîäõîäèò, 19 � 19

òåì áîëåå.

Îòâåò: 11 � 11 = 121.

Ïðèìåð 1.7. Âîññòàíîâèòå çàïèñü, óêàçàâ âñå ðåøåíèÿ:

[12, çàäà÷à 170].

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âîññòàíîâèì ÷àñòü óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àþ-

ùóþñÿ ïðè óìíîæåíèè ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ íà âòîðóþ öèôðó âòîðî-

ãî ìíîæèòåëÿ:

1* � * = **1.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíîñòè (ïåðåáîð):

11 � 1 = 11, 17 � 3 = 51, 13 � 7 = 91, 19 � 9 = 171.

Ïîäõîäèò òîëüêî ïîñëåäíÿÿ. Òåïåðü çàïèñü ïðèíèìàåò òàêîé

âèä:

Êàê âèäíî èç ñëîæåíèÿ, ïåðâàÿ öèôðà âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâíà

8 èëè 9. Òîãäà ïåðâàÿ öèôðà âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ìîæåò áûòü ðàâíà

19

1*
�

**–
**1
**–

+

***1

19
�

*9–
*71
**–

+

***1



òîëüêî 5, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå 19 � 4 = 76 ñëèøêîì ìàëî, à ïðî-

èçâåäåíèå 19 � 6 = 114 ñëèøêîì âåëèêî äëÿ ýòîãî.

Îòâåò: 19 � 59 = 1121.

Ïðèìåð 1.8. Âîññòàíîâèòå çàïèñü:

,

ãäå êàæäàÿ áóêâà îçíà÷àåò öèôðó, ïðè÷åì îäèíàêîâûå áóêâû îçíà-

÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûå áóêâû — ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå

âñå ðåøåíèÿ.

Ýòî ïðèìåð ÷èñëîâîãî ðåáóñà.

Ðåøåíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâà ïîñëåäíèõ ñòîëáöà. Òàê êàê

â íèõ ïðè ñëîæåíèè îäíèõ è òåõ æå öèôð Ñ è Ñ ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå

öèôðû, òî â ïÿòîì ñòîëáöå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ â ñóììå íå ìåíåå 10,

îòêóäà Ñ íå ìåíüøå 5.

Ïðèñìîòðèìñÿ ê òðåòüåìó ñòîëáöó: êîãäà ñóììà Î + Î ìîæåò

îêàí÷èâàòüñÿ òîé æå ñàìîé öèôðîé 0? Òàêîå âîçìîæíî ëèøü òîãäà,

êîãäà Î ðàâíî íóëþ èëè äåâÿòè. Íî Î ðàâíîé íóëþ áûòü íå ìîæåò,

ïîñêîëüêó èç ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà â òðåòèé ïåðåíîñèòñÿ 1; çíà÷èò, Î

ðàâíî äåâÿòè.

Âåðíåìñÿ ê öèôðå Ñ. Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî 5 � Ñ � 8. Ïåðåáåðåì âñå ÷åòûðå âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ Ñ

(ïðîäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îòâåò: 35 977 + 35 977 = 71 954.

Ïðèìåð 1.9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ

íà 1981, êîòîðûå ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ÷åòûðåõ ïîñëåäíèõ öèôð

óìåíüøàþòñÿ â öåëîå ÷èñëî ðàç.

Ðåøåíèå. Èñêîìûå ÷èñëà èìåþò âèä x � �10 000 1981. Ïîñëå óêà-

çàííîãî âû÷åðêèâàíèÿ îñòàåòñÿ x. Ïî óñëîâèþ x nx� � �10 000 1981

( )n N� . Çíà÷èò, 1981 äåëèòñÿ íà x. Îñòàëîñü ïåðåáðàòü äåëèòåëè

÷èñëà 1981. Èìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, 7, 283, 1981. Èñêîìûå ÷èñëà ñî-

îòâåòñòâåííî: 11 981, 71 981, 2 831 981, 19 811 981.

Â çàäà÷àõ òèïà «Íàéòè ÷èñëî ñ íàïåðåä çàäàííûì ñâîéñòâîì»

èíîãäà ê öåëè ïðèâîäèò âûÿñíåíèå õàðàêòåðà èñêîìîãî ÷èñëà, íà-

ïðèìåð, åãî ÷åòíîñòü èëè íå÷åòíîñòü — â ýòîì è áóäåò ñîñòîÿòü

ïåðåáîð.

20

КРОСС

–
+

КРОСС

СПОРТ



Ïðèìåð 1.10. Ðåøèòå óðàâíåíèå x y2 2 6� � â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ÷èñëà äîëæíû áûòü

îäíîâðåìåííî ëèáî ÷åòíûìè, ëèáî îáà íå÷åòíûìè. Àíàëèç ñëó÷àåâ

îäíàêî ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáîèõ íåò ðåøåíèé. Íàïðèìåð, äîïóñòèì,

÷òî x y, îäíîâðåìåííî ÷åòíû: x x y y� �2 21 1, ïðè öåëûõ x y1 1, . Ïðè-

äåì ê óðàâíåíèþ 2 2 31

2

1

2x y� � , íî âåäü îíî íå èìååò öåëûõ ðåøåíèé

(ïî÷åìó?). Ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà íå÷åòíûå, ÷èòàòåëü áåç òðóäà

ðàçáåðåò ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåð 1.11.

à) Ìîæíî ëè ÷èñëî A �101 010 ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè

êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë?

á) Ðàçðåøèìî ëè â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 2 5 72 2x y� � ? [50,

çàäà÷è 8, 9] .

Ðåøåíèå. à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî: A x y� �2 2. Òîãäà ÷èñëà

x y, äîëæíû áûòü ëèáî îáà ÷åòíûå, ëèáî îáà íå÷åòíûå. Ïåðåáèðàåì

ýòè âîçìîæíîñòè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 4, ëåâàÿ

íå äåëèòñÿ, òàê êàê A � � � � � �2 3 5 7 13 37. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóñòü

x k y l� � � �2 1 2 1, , òîãäà x y k l k l2 2 2 24� � � � �( ) êðàòíî ÷åòû-

ðåì — ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèòóàöèÿ ïîâòîðèëàñü.

Îòâåò: íåëüçÿ.

á) Ïåðåáåðèòå íåñêîëüêî öåëî÷èñëåííûõ ïàð ( ; )x y è êàæäûé

ðàç áóäåòå íàáëþäàòü îòñóòñòâèå ðàâåíñòâà. Ïðîáû íàòàëêèâàþò íà

ãèïîòåçó: ðåøåíèé íåò. Êàê ýòî äîêàçàòü? Èñïîëüçóåì ñòàðûé èñïû-

òàííûé ìåòîä «îò ïðîòèâíîãî»: ïóñòü êàêîå-òî ðåøåíèå ( ; )x y ñóùå-

ñòâóåò. Òîãäà ÷èñëî y äîëæíî áûòü íå÷åòíûì: y y� �2 11 . Óðàâíåíèå

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x y y2

1 110 1 6� � �( ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî x ÷åòíîå: x x� 2 1. Íî òîãäà

4 10 1 6 2 5 1 31

2

1 1 1

2

1 1x y y x y y� � � � � �( ) , ( ) .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâîå, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ÷åò-

íàÿ êàê ðàçíîñòü äâóõ ÷åòíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 1.12. Íàéäèòå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî N , ÿâëÿþùååñÿ

ïîëíûì êâàäðàòîì, åñëè ðàâíû åãî ïåðâûå äâå öèôðû è äâå ïîñëåä-

íèå.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
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N x x y y x y t� � � � � � �1000 100 10 11 100 2( ) .

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 11. Íî òîãäà

è ñàìî ÷èñëî t äåëèòñÿ íà 11. Ñëåäîâàòåëüíî,100 99x y x x y� � � �( )

äåëèòñÿ íà 11. Îòñþäà èìååì: x y� êðàòíî 11. Ïåðåáîð çíà÷åíèé

1 9� �x , 0 9� �y ñ x y� �11ïðèâåäåò ê èñêîìîìó N � �7744 882.

Ïðèìåð 1.13. Íàéäèòå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

à) x y x xy y� � � �2 2;

á)
1 1 1

5x y
� � .

Â ðåøåíèè çàäà÷è à) ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x y x y y2 21 0� � � � �( )

è ïîïûòàåìñÿ åãî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî x, ñ÷èòàÿ çàäàííûì y. Äèñ-

êðèìèíàíò D y y� � � �3 6 12 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè öåëûõ y. Îí

ïîëîæèòåëåí è ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì ïðè y � 0 1 2, , . Çíà÷åíèÿ x

ñîîòâåòñòâåííî 0 è 1, 2 è 0, 2 è 2.

Â ñëó÷àå á) èìååì xy xy x y� � �0 5, ( ). Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ

íà 5. Ïóñòü, íàïðèìåð, x k k� �5 0( ). Òîãäà ky k y k� � �5 1( ). Îò-

ñþäà y
k

k
�

�
5

1
. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå k � 2 ïîäõîäèò. Â äðóãèõ ñëó÷à-

ÿõ (ïðè k � 2, k � 0) k íå äåëèòñÿ íà k �1, ïîýòîìó 5 äîëæíî äåëèòüñÿ

íà k �1. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè k � 6 èëè k � �4. Èòàê, k � �{ , , }2 6 4 .

Îòñþäà

( ; ) { ( ; ), ( ; ), ( ; )}x y � �10 10 30 6 20 4 .

Äðóãèå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë â ïà-

ðàõ.

Ïîëåçíî âçÿòü íà çàìåòêó ïðèåì ðåøåíèÿ áîëåå îáùåãî óðàâíå-

íèÿ
1 1 1

x y p
� � ,

îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè óðàâíåíèÿ ê âèäó px py xy� � , îòêóäà

( )( )x p y p p� � � 2 .

Äàëåå ïåðåáèðàòü ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ïðàâîé

÷àñòè.

Ïðèìåð 1.14. à) Äâà íàòóðàëüíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñëà, çàïèñàí-

íûõ îäíî çà äðóãèì, îáðàçóþò ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå äå-

ëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.
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á) Íàéäèòå âñå ïàðû ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë x y, , òàêèå, ÷òî ÷èñëî,

ïîëó÷åííîå ïåðåïèñûâàíèåì äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà y ïîñëå äå-

ñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x, äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå x y� [ÅÃÝ 2010.

Âàðèàíò 4. ×àñòü 2. Çàäàíèå Ñ6].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé à). Ïóñòü a b, — èñêîìûå ÷èñëà,

òîãäà ïî óñëîâèþ a b k ab k N� � � � �102 , . Îòñþäà âèäíî, ÷òî b äå-

ëèòñÿ íà a è a �102 äåëèòñÿ íà b b ma a nb m n N: , ( , )� � � �102 . Êðîìå

òîãî, m � 9 (èíà÷å b ñòàíåò áîëåå ÷åì äâóçíà÷íûì) è102 äåëèòñÿ íà

m. Ñëåäîâàòåëüíî, m �{ , , , }1 2 4 5 . Äàëåå çàéìåìñÿ ïåðåáîðîì.

1) m �1. Èç ðàâåíñòâà a b k ab� � � �102 ïîëó÷èì 10 12 � � ka.

Íåò äâóçíà÷íîãî ÷èñëà a â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ÷èñëà 101.

2) m k a� � � �2 10 2 22, . Îòñþäà 51 17 34� � �ka a b, , . Çíà÷åíèå

a � 51íå ïîäõîäèò, òàê êàê b áóäåò òðåõçíà÷íûì.

3) m � 4. Èìååì10 4 4 262 � � � �k a ka, . Îòñþäà a b� �13 52, .

4) Ïðè m � 5 ïîëó÷èì 10 5 5 212 � � � �a k a a, . Íî òîãäà b �110 .

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ (17; 34)

è (13; 52).

Â ñëó÷àå á) ñëåäóåò ïîâòîðèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ ñ çàìåíîé102

íà105. Ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à òà æå, íî îíà òðóäíåå òåõ-

íè÷åñêè: âåäü íàäî ðàçëàãàòü íà ìíîæèòåëè áîëüøèå ÷èñëà âèäà

105 � m

m
, m = 1, 2, 3, 4, 5.

100 001 11 9091 50 001 3 7 2381� � � � �, ,

25 001 23 1087 20 001 3 59 113� � � � �, .

Àáèòóðèåíòó ïðè òåñòèðîâàíèè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî âðå-

ìåíè è áåç êàëüêóëÿòîðà òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ïî ñèëàì.

Ïðèâåäåì îòâåò ê ñëó÷àþ á). Ïðè m = 2 x � � �7 2381 16 667, y = 2x =

= 33 334.

Ïðèìåð 1.15.1 Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðîâíî 6 íàòóðàëüíûõ

äåëèòåëåé. Ñóììà ýòèõ äåëèòåëåé ðàâíà 3500. Íàéäèòå n.

Ñäàþùåìó ÅÃÝ ñëåäóåò âçÿòü íà âîîðóæåíèå ñëåäóþùèé ôóí-

äàìåíòàëüíûé ôàêò: âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n �1 ïðåäñòàâèìî

â âèäå

n p p pk
k� 1 2

1 2� � �
... , (1.1)
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