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Ââåäåíèå

Òðåóãîëüíèê� öåíòðàëüíàÿ ôèãóðà ãåîìåòðèè. Ãîâîðÿò, ÷òî îí íå-

èñ÷åðïàåì êàê àòîì. Äåéñòâèòåëüíî, èíôîðìàöèÿ ïî òåìå «Òðåóãîëü-

íèê» âåñüìà îáøèðíà (ñì. íàïðèìåð [1	23]). Äàííàÿ êíèãà ïîìîæåò ÷è-

òàòåëþ íå óòîíóòü â ýòîì ìîðå èíôîðìàöèè, ïîìîæåò ïîâòîðèòü,

îñâîèòü òåìó, óâåðåííî ñäàòü ëþáîé ýêçàìåí, â òîì ÷èñëå ÅÃÝ ïî ìàòå-

ìàòèêå. Èìåííî äëÿ ýòîãî àâòîðû èçó÷èëè ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è çà

ïîñëåäíèå ïîëâåêà, íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî îïûòà òùàòåëüíî îòôè-

ëüòðîâàëè, îòîáðàëè íóæíóþ øêîëüíèêó èíôîðìàöèþ è ÷åòêî, ÿñíî èç-

ëîæèëè åå íà äîñòóïíîì ðÿäîâîìó øêîëüíèêó ÿçûêå.

Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ÷àñòè I ñîáðàíà è óäîáíî «óïàêîâà-

íà» îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî òåìå «Òðåóãîëüíèê». Îíà äîñòàòî÷íà, íà-

ïðèìåð, äëÿ áàçîâîãî óðîâíÿ ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå. Çäåñü æå ïðèâåäåíû

îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá îáîáùåííûõ òåîðåìàõ ïîäîáèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ

òðåóãîëüíèêîâ.

Â ÷àñòè II ñîáðàíà (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè) äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìà-

öèÿ ïî òåìå «Òðåóãîëüíèê», ðàçáðîñàííàÿ ïî ìíîãî÷èñëåííûì ïîñîáè-

ÿì è ïóáëèêàöèÿì. ×àñòü II îðèåíòèðîâàíà íà ïðîôèëüíûé óðîâåíü ÅÃÝ

ïî ìàòåìàòèêå, íà êîíêóðñíûå ýêçàìåíû, îëèìïèàäû; ñîäåðæèò «êëþ-

÷è» äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ýêçàìåíàöèîííûõ çàäà÷ ñðåäíåé è ïîâûøåí-

íîé ñëîæíîñòè.

Àâòîðû ñòðåìèëèñü îáåñïå÷èòü ÷èòàòåëþ ñâîåîáðàçíóþ àâòîíîìèþ,

ò.å. âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû áåç îáðàùåíèÿ ê âíåø-

íèì èñòî÷íèêàì. Äëÿ ýòîé öåëè çäåñü ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà âàæíûõ

êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ (â ðàçäåëå «Èñïîëüçóåìûå íåðàâåíñòâà»). Ïîñ-

ëåäíèå ïðèìåíÿþòñÿ äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ñâîéñòâ òðåóãîëüíèêà (â

ðàçäåëå «Ãåîìåòðèÿ òðåóãîëüíèêà, äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ»).

Êíèãà ïðèçâàíà ðàñøèðèòü ìàòåìàòè÷åñêèé êðóãîçîð ÷èòàòåëÿ, ïî-

âûñèòü åãî îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êóëüòóðó.
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×àñòü I

Òðåóãîëüíèê. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ è îïîðíûå

ñâîéñòâà
Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Îíè ñòàíäàðòíû, ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò øêîëüíûì ó÷åáíèêàì è

ïîÿñíåíû íà ðèñ. 1, à	á). Çäåñü:

a, b, c� ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC, 
, �, � � ïðîòèâîëåæàùèå èì

óãëû, ha, hb, hc � âûñîòû, ma, mb, mc � ìåäèàíû, la, lb, lc � áèññåêòðè-

ñû, ïðîâåäåííûå ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì, R, r� ðàäèóñû îïèñàí-

íîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, p
a b c


� �

2
� ïîëóïå-

ðèìåòð, S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ra, rb, rc � ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé, x, y, z � äëèíû êàñàòåëüíûõ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè,

ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí A, B, C ñîîòâåòñòâåííî.
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1. Ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê

1.1. Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ (ïî ñòîðîíàì è

óãëàì), ðèñ. 2 à� á)

1-é ïðèçíàê (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè): åñëè äâå ñòîðî-

íû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåó-

ãîëüíèêè ðàâíû:

a a

b b ABC A B C







�

�
�

�
�

� 
1

1

1

1 1 1

� �

� � .

2-é ïðèçíàê (ïî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé äâóì óãëàì): åñëè ñòîðî-

íà è ïðèëåæàùèå ê íåé óãëû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
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ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðå-

óãîëüíèêè ðàâíû:

a a

ABC A B C







�

�
�

�
�

� 
1

1

1

1 1 1� �

� �

� � .

3-é ïðèçíàê (ïî òðåì ñòîðîíàì): åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëü-

íèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òà-

êèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû:

a a

b b

c c

ABC A B C







�

�
�

�
�

� 
1

1

1

1 1 1� � .

Äîïîëíèòåëüíî ïðèâåäåì

4-é ïðèçíàê (ïî äâóì ñòîðîíàì è áîëüøåìó óãëó): åñëè äâå ñòîðîíû

è áîëüøèé óãîë îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ñòî-

ðîíàì è áîëüøåìó óãëó äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè

ðàâíû:

�b = b1, c = c1, � = �1, � > 
, � > �, � ���ABC �A1B1C1.

Çäåñü áîëüøèé óãîë íåîáÿçàòåëüíî òóïîé.

Ó ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû âñå ñîîòâåòñòâåííûå ýëåìåíòû, íà-

ïðèìåð, ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé (r = r1), ïëîùàäè (S = S1).

Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøàÿ ðîëü ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ

ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

1.2. Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ðèñ. 3 à� á)

1-é ïðèçíàê (ïî äâóì óãëàì): åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-

íû ñîîòâåòñòâåííî äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåó-

ãîëüíèêè ïîäîáíû:


 


� �





�
�
�

�1

1

1 1 1� �ABC A B C .

2-é ïðèçíàê (ïî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äâóõ ñòîðîí è óãëó ìåæäó

íèìè): åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì

ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà è óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèìè ñòîðîíà-

ìè, ðàâíû, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

a

a

b

b ABC A B C
1 1

1

1 1 1





�
�
�

��
�

� �
� � .
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3-é ïðèçíàê (ïî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè òðåõ ñòîðîí): åñëè òðè ñòîðî-

íû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðå-

óãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:
a

a

b

b

c

c
ABC A B C

1 1 1

1 1 1  � � � .

Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ:

• îòíîøåíèå äëèí ëþáûõ ñõîäñòâåííûõ (ñîîòâåòñòâåííûõ) ëèíåé-

íûõ ýëåìåíòîâ è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, íàïðèìåð, ïåðèìåò-

ðîâ, ðàâíî îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó k > 0 � êîýôôèöèåíòó ïîäî-

áèÿ, â ÷àñòíîñòè:

a

a

r

r

p

p

h

h
k

a

a

1 1 1 1    ... ;

• îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ
S

S
k1 2 .

Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøàÿ ðîëü ïðèçíàêîâ ïîäîáèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

1.3. Íåðàâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêà (ðèñ. 4).

1) Ëþáàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà

ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ åãî ñòî-

ðîí, ò.å.

a < b + c, b < a + c, c < a + b.

2) Ëþáàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíè-

êà áîëüøå ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóõ

äðóãèõ åãî ñòîðîí, ò.å.

a > |b 	 c|, b > |c 	 a|, c > |a 	 b|.
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3) Åñëè èçâåñòíî, êàêàÿ èç äëèí a, b, c íàèáîëüøàÿ èëè íàèìåíüøàÿ,

òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà �(a, b, c) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ

òîëüêî îäíîãî íåðàâåíñòâà, à èìåííî: èç òðåõ îòðåçêîâ ñ äëèíàìè a � b � c

ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê �(a, b, c) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

• íàèáîëüøàÿ èç äëèí ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ äëèí (a < b + c)

èëè

• íàèìåíüøàÿ èç äëèí áîëüøå ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóõ äðóãèõ äëèí

(c > |a 	 b|).

Åñëè íåèçâåñòíî, êàêàÿ èç äëèí a, b, c íàèáîëüøàÿ è íàèìåíüøàÿ, òî

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà �(a, b, c) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îä-

íîãî èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

|b 	 c| < a < b + c; |c 	 a| < b < c + a; |a 	 b| < c < a + b.

1.4. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà

Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180�, ò.å. 
 + � + � = 180�.
Ñëåäñòâèÿ. 1) Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ âíóò-

ðåííèõ óãëîâ, íå ñìåæíûõ ñ íèì, ò.å. �� = 
 + � , �� = � + 
 , 
� = � + �;
2) Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà (è ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîó-

ãîëüíèêà) ðàâíà 360�, ò.å. 
� + �� + ����������ðèñ. 5�.

1.5. Òåîðåìà êîñèíóñîâ

Êâàäðàò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðó-

ãèõ åãî ñòîðîí áåç óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ

óãëà ìåæäó íèìè, ò.å. a2 = b2 + c2 – 2bccos
, b2 = c2 + a2 – 2cacos�,

c2 = a2 + b2 – 2abcos�.
Ñëåäñòâèå. Êîñèíóñ ëþáîãî óãëà òðåóãîëüíèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

åãî ñòîðîíû:

cos
 
� 	b c a

bc

2 2 2

2
, cos� 

� 	c a b

ca

2 2 2

2
, cos � 

� 	a b c

ab

2 2 2

2
.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ òðåóãîëüíèêîâ îòíîñè-

òåëüíî óãëîâ, åñëè çàäàíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà:
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� 


��

� �

�

�

Ðèñ. 5



1.5.1. Åñëè êâàäðàò áîëüøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû

êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, òî òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé;

1.5.2. Åñëè êâàäðàò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ

äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, òî òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé (òåîðåìà, îá-

ðàòíàÿ òåîðåìå Ïèôàãîðà);

1.5.3. Åñëè êâàäðàò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà áîëüøå ñóììû êâàäðàòîâ

äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, òî òðåóãîëüíèê òóïîóãîëüíûé.

1.6. Òåîðåìà ñèíóñîâ

1.6.1. Îòíîøåíèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ê ñèíóñó ïðîòèâîëåæàùå-

ãî óãëà åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ äëÿ äàííîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíàÿ

äèàìåòðó îïèñàííîé îêðóæíîñòè:
a b c

R
sin sin sin
 � �

   2 .

Òåîðåìà äîñòîéíà è óäèâëåíèÿ è âîñõèùåíèÿ. Âåäü òîëüêî äâóìÿ

ýëåìåíòàìè � äëèíîé ñòîðîíû è ñèíóñîì ïðîòèâîëåæàùåãî åé óãëà

(sin
) ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íå çàäàí. Îäíàêî ðàäèóñ R åãî îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè óæå èçâåñòåí! Ïî÷åìó?

Ðàçãàäêà � â òåîðåìå î âïèñàííûõ óãëàõ.

Ïîäðîáíåå îá ýòîì � â ãëàâå 8 (èëè â [13; 21]; èëëþñòðàöèÿ �
íà ðèñ. 6.

1.6.2. Íàõîæäåíèå óãëà 
 òðåóãîëüíèêà ïî çíà÷åíèþ åãî êîñèíóñà

(cos
) è ñèíóñà (sin
).

Çíà÷åíèå cos
 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò óãîë 
��ðèñ. 7 à):

cos



 �


� 	

� �

�
�
�

��

b c a

bc

2 2 2

2
0

�
 
� 	

arccos
b c a

bc

2 2 2

2
,

òàê êàê ôóíêöèÿ y = cos
 ìîíîòîííàÿ ïðè 
 [0;�].
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Çíà÷åíèþ sin
 ! 1 ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ óãëà (ðèñ. 7 á):


1� îñòðûé, 
2 = � – 
1� òóïîé, òàê êàê ôóíêöèÿ y = sin
 íå ìîíîòîí-

íà ïðè 
 [0;�].

1.7. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêîâ

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà (îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ

åãî ñòîðîí) ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòîðîíå è ðàâíà åå ïîëîâèíå.

Ñëåäñòâèå. Òðè ñðåäíèå ëèíèè ðàçáèâàþò òðåóãîëüíèê íà ÷åòûðå

ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîäîáåí äàííîìó (ñ êîýôôè-

öèåíòîì ïîäîáèÿ 1:2) (ðèñ. 8).

1.8. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà (ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç âåðøè-

íû òðåóãîëüíèêà íà ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó)

1.8.1. Áîëüøåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ âû-

ñîòà, ò.å. a < b < c " ha > hb > hc (ðèñ. 9	11).

1.8.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå âûñîòû ðàñïîëîæåíû

âíóòðè òðåóãîëüíèêà, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äâå âûñîòû ñî-
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âïàäàþò ñî ñòîðîíàìè (êàòåòàìè), â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äâå

âûñîòû ðàñïîëîæåíû âíå òðåóãîëüíèêà.

1.8.3. Òðè âûñîòû òðåóãîëüíèêà (äëÿ òóïîóãîëüíîãî � ïðÿìûå, èõ

ñîäåðæàùèå) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, íàçûâàåìîé îðòîöåíòðîì

òðåóãîëüíèêà.

1.8.4. Âû÷èñëåíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà.

Âûñîòà ðàâíà îòíîøåíèþ óäâîåííîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ê îñíî-

âàíèþ, ò.å. h
S

a
a 

2
, h

S

b
b 

2
, h

S

c
c 

2
.

1.9. Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà (îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó

òðåóãîëüíèêà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû)

1.9.1. Áîëüøåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ ìå-

äèàíà, ò.å. a < b < c " ma > mb > hc.

1.9.2. Òðè ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (íà-

çûâàåìîé öåíòðîèäîì òðåóãîëüíèêà) è äåëÿòñÿ åþ â îòíîøåíèè 2:1,

ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, ò.å.
AM

MA

BM

MB

CM

MC1 1 1

2

1
   (ðèñ. 12).

1.9.3. Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî íà äâà ðàâíîâåëèêèõ òðåó-

ãîëüíèêà (ò.å. íà äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè).

1.9.4. Òðè ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà øåñòü ðàâíîâåëèêèõ

÷àñòåé.

1.9.5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì òÿæåñòè:

F F F1 2 3 0
# # # #

� �  , ãäå F MA1

# #

 ; F MB2

# #

 ; F MC3

# #

 , 0
#

� íóëåâîé âåêòîð.

1.9.6. Âû÷èñëåíèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïî òðåì åãî ñòîðîíàì.

Êâàäðàò ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, ðàâåí îä-

íîé ÷åòâåðòîé ðàçíîñòè óäâîåííîé ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ åãî

ñòîðîí è êâàäðàòà äàííîé ñòîðîíû, ò.å.

m b c aa

2 2 2 21

4
2 2 � 	( ); m c a bb

2 2 2 21

4
2 2 � 	( ); m a b cc

2 2 2 21

4
2 2 � 	( ).
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Ñëåäñòâèå. Ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñîñòàâëÿ-

åò òðè ÷åòâåðòè ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ åãî ñòîðîí, ò.å.

m m ma b c

2 2 2� � =
3

4

2 2 2( )a b c� � .

Ðåêîìåíäàöèÿ. Ìåäèàíó ïîëåçíî ïðîäëèòü äî ïîëó÷åíèÿ ïàðàëëå-

ëîãðàììà, êàê ýòî ïîêàçàíî â äâóõ òèïîâûõ çàäà÷àõ.

Çàäà÷à 1. Äàíû äëèíû a, b, c ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.

Íàéòè äëèíó ma åãî ìåäèàíû ÀÀ1 (ðèñ. 13).

Ðåøåíèå. Íà ïðÿìîé ÀÀ1 îòëîæèì A1D = ma. Ïîëó÷èì ïàðàëëå-

ëîãðàìì ABCD (òàê êàê äèàãîíàëè AD è BC òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿò-

ñÿ ïîïîëàì). Â íåì ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ðàâíà ñóììå êâàäðà-

òîâ âñåõ ñòîðîí:

AD2 + BC2 = 2(AC2 + AB2); (2ma)
2 + a2 = 2(b2 + c2).

Îòâåò: m
b c a

a 
� 	2 2

2

2 2 2

.

Çàäà÷à 2. Äàíû äëèíû ma, mb, mc ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Íàéòè äëèíó à åãî ñòîðîíû ÂÑ (ðèñ. 14).

12

A

B C

D

c b

a
2

a
2

ma

ma

A1

B

A

C

D

M
B1

C1

A1

2
3

mb

1
3

ma

2
3

mc

Ðèñ. 14

Ðèñ. 13



Ðåøåíèå. Â �ÌÂÑ èçâåñòíû äâå ñòîðîíû:
2

3
mb ,

2

3
mc è ìåäèàíà

MA ma1

1

3
 . Ïðîäëèì åå (îòëîæèì A1D = A1M) äî ïàðàëëåëîãðàììà

MBDC. Â íåì

BC2 + MD2 = 2(BM2 + CM2); a ma

2

2
2

3
� $

%
&

'

(
) = 2

2

3

2

3

2 2

m mb c

$

%
&

'

(
) �

$

%
&

'

(
)

$

%

&
&

'

(

)
)

.

Îòâåò: a m m mb c a � 	
2

3
2 22 2 2 .

Êîììåíòàðèé. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ìåäèàíà «ëþáèò ïðîäëèòüñÿ» äî

ïàðàëëåëîãðàììà, ïðåäëàãàÿ íàì äàëåå èñïîëüçîâàòü åãî ìåòðè÷åñêîå

ñâîéñòâî � ñâÿçü äëèí äèàãîíàëåé è âñåõ ñòîðîí. Çàêðåïèì ýòîò ìåòî-

äè÷åñêèé ïðèåì åùå îäíîé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 3. (Ìåõ.-ìàò. ÌÃÓ, 1973). Â òðàïåöèè äèàãîíàëè ðàâíû 3 è 5,

à îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû îñíîâàíèé, ðàâåí 2 (ðèñ. 15).

Íàéòè ïëîùàäü òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ÀÑ = 5, BD = 3, MN = 2. Ïóñòü BC = a, AD = b,

AH = h. Ïðîâåäåì CL || BD, CK || MN. Òîãäà SABCD = S�ACL =
1

2
(AD + BC) �

� AH =
a b

h
�

*
2

, AK = AN + NK =
b a

AL
2 2

1

2
�  . Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî íàéòè

ïëîùàäü�ACL ñî ñòîðîíàìè ÀÑ = 5, CL = BD = 3 è ìåäèàíîé CK = MN = 2.

Ïðîäëèì ìåäèàíó äî ïàðàëëåëîãðàììà ACLF (ïðîâåäåì KF = CK).

Íàì íóæíà ïîëîâèíà åãî ïëîùàäè: S�ACL = S�ACF. Íî+AFC = 90�, òàê êàê

AC2 = AF2 + CF2 " 52 = 32 + 42 " 25 = 25.

Çíà÷èò, S�ACF =
1

2

1

2
3 4 6* *  * * AF CF .

Îòâåò: 6.

13

A

3
2

b
2

a
2

a
2

h

H B M C

D a L

F

K

5

3

N

Ðèñ. 15



Êîììåíòàðèé. Èñïîëüçîâàëè òîò æå ïðèåì: ìåäèàíó ÑÊ â �ACL

ïðîäëèëè äî ïàðàëëåëîãðàììà, ÷òî ïîçâîëèëî ëåãêî çàêîí÷èòü ðåøå-

íèå. Èñïîëüçóåì åãî â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 4. Â�ABC ñòîðîíû ÀÂ = ñ, ÀÑ = b, ìåäèàíà ÀÀ1 = ma (ðèñ. 16).

Íàéòè ïëîùàäü �ÀÂÑ.

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì ìåäèàíó ÀÀ1 äî ïàðàëëåëîãðàììà BACD, ïðîâå-

äÿ À1D = ÀÀ1 = ma. Ïîëó÷èì S�ABC = S�ABD (b; c; 2ma).

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà èìååì:

Îòâåò: S�ABC = p p a p b p ma( )( )( )	 	 	 2 , ãäå p
b c ma
� � 2

2
.

1.10. Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà (îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøè-

íó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå è äåëÿùèé

ïîïîëàì óãîë ïðè ýòîé âåðøèíå)

1.10.1. Áîëüøåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ áèñ-

ñåêòðèñà, ò.å. a < b < c " la > lb > lc.

1.10.2. Òðè áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

(ýòà òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì

îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â äàííûé òðåóãîëüíèê).

1.10.3. Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòèâîëåæàùóþ ñòîðîíó è

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íà ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì ñòî-

ðîíàì (ðèñ. 17), ò.å.
AE

CE

AB

CB
 ,

S

S

AB

CB

1

2

 .
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1.10.4. Âû÷èñëåíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà (ñì. ÷àñòü II).

1.11. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

1.11.1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâà-

íèÿ íà âûñîòó, ò.å.

S ah bh cha b c  
1

2

1

2

1

2
.

Ñëåäñòâèå 1. Îòíîøåíèå ïëîùà-

äåé òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè âûñî-

òàìè ðàâíî îòíîøåíèþ îñíîâàíèé

(ðèñ. 18), ò.å. S1 : S2 = AD : CD.

Ñëåäñòâèå 2. Ñòîðîíû òðåóãîëü-

íèêà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ñî-

îòâåòñòâóþùèì âûñîòàì, ò.å. a :
1

ha

= b :
1

hb

= c :
1

hc

= 2S.

Ñëåäñòâèå 3. Ëþáîé òðåóãîëüíèê ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó, ñòîðîíû

êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíû, îáðàòíûå âûñîòàì äàííîãî òðåóãîëüíèêà, ñ

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ, ðàâíûì 2S, ò.å.

�(a; b; c) �
1 1 1

h h ha b c

; ;
$

%
&&

'

(
)) .

(Óêàçàííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó âû÷èñëå-

íèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ïî åãî âûñîòàì.)

Ñëåäñòâèå 4. ×èñëà ha, hb, hc ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè íåêîòîðîãî òðåó-

ãîëüíèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòíûå èì âåëè÷èíû óäîâëåò-

âîðÿþò íåðàâåíñòâàì òðåóãîëüíèêà, ò.å.
1 1 1

h h ha b c

� � ,
1 1 1

h h hb c a

� � ,
1 1 1

h h hc a b

� � .

Åñëè a � b � c, òî ha � hb � hc,
1 1 1

h h ha b c

� � è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåó-

ãîëüíèêà äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî íåðàâåíñòâà (ñì. 1.3):
1 1 1

h h ha b c

� � èëè
1 1 1

h h hc a b

, 	 .

Ñëåäñòâèå 5. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè îñíî-

âàíèÿìè ðàâíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûñîò.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûé ôàêò è ïîäîáèå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-

êîâ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî: äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê E è F íà ïðÿìîé l, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç âåðøèíó B è òî÷êó D îñíîâàíèÿ ÀÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, îò-
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íîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ÀÅF è ÑÅF ðàâíî îòíîøåíèþ

îòðåçêîâ îñíîâàíèÿ AD è CD, ò.å. SAEF : SCEF = AD : CD (ðèñ. 19).

1.11.2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî

ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, ò.å.

S =
1

2
absin� =

1

2
bcsin
 =

1

2
casin��

Ñëåäñòâèå 1. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñèíóñàì

ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ, ò.å.
a b c

sin sin sin
 � �
  .

(Äàííîå óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû ñèíóñîâ� ñì. 1.6.)

Ñëåäñòâèå 2. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îá-

ùèé óãîë, ðàâíî îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèé ñòîðîí ýòîãî óãëà, ò.å.

SABC : SA BC1 1
= (AB * CB) : (A1B * C1B),

èëè
S

S

ABC

A BC1 1

=
AB

A B

CB

C B1 1

* (ðèñ. 20).
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1.11.3. Ôîðìóëà Ãåðîíà: S p p a p b p c 	 	 	( )( )( ),

ãäå p a b c � �
1

2
( ).

Ñëåäñòâèå 1. Èç 1.8.4 è ôîðìóëû Ãåðîíà èìååì ôîðìóëû âû÷èñëå-

íèÿ âûñîò ïî ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà:

h
a

p p a p b p ca  	 	 	
2

( )( )( ), h
b

p p a p b p cb  	 	 	
2

( )( )( ),

h
c

p p a p b p cc  	 	 	
2

( )( )( ).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2(a2b2 + b2c2 + c2a2) 	 a4 	 b4 	 c4 > 0,

òàê êàê

2(a2b2 + b2c2 + c2a2) 	 a4 	 b4 	 c4 = 16p(p 	 a)(p 	 b)(p 	 c) = 16S2 > 0.

1.11.4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ

åãî ñòîðîí ê ó÷åòâåðåííîìó ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ò.å.

S
abc

R


4
.

1.11.5. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóïåðèìåòðà

è ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ò.å. S = pr.

1.12. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

1.12.1. Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèñ-

ñåêòðèñ òðåóãîëüíèêà.

1.12.2. Ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí îòíîøåíèþ ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà ê åãî ïîëóïåðèìåòðó, ò.å. r
S

p
 , ãäå

1

2
( )a b c� � (ðèñ. 21).

Ñëåäñòâèå.

r
p a p b p c

p


	 	 	( )( )( )
.
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1.12.3. Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàçáèâàåò ñòîðîíó

òðåóãîëüíèêà íà äâå êàñàòåëüíûõ, ïðè÷åì:

a y z

b z x

c x y

 �

 �

 �

�

�
�

�
�

"

x
b c a

p a

y
a c b

p b

z
b a c

p c


� 	

 	


� 	

 	


� 	

 	

�

�

�
��

�

�
�
�

2

2

2

�

p x y z

S xyz x y z

r
xyz

x y z

 � �

 � �


� �

�

�

�
�

�

�
�

,

( ),

.

Ñëåäñòâèÿ:

1. Äëèíà êàñàòåëüíîé ðàâíà ðàçíîñòè ïîëóïåðèìåòðà è ïðîòèâîïî-

ëîæíîé ñòîðîíû.

2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äëèíà ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñ-

òè ðàâíà äëèíå êàñàòåëüíîé ïðè âåðøèíå ïðÿìîãî óãëà, ò.å.

r = z; r = p 	 c =
a b c� 	

2
(ðèñ. 22).

Êîììåíòàðèé.

Íå ëþáàÿ òðîéêà a, b, c ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåò ñëóæèòü ñòîðî-

íàìè òðåóãîëüíèêà. Íî ëþáàÿ òðîéêà x, y, z ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿ-

åòñÿ êàñàòåëüíûìè ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè 0 � x - y - z. Òîãäà òðîéêå ÷èñåë

(x, y, z) ñîîòâåòñòâóåò òðîéêà ÷èñåë (a, b, c), ãäå a = y + z, b = z + x, c = x + y,

ïðè÷åì a � b � c è a � b � c" y + z < z + x + x + y" x > 0� âåðíî. Òî åñòü

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà � äàæå ñàìàÿ áîëüøàÿ ñòîðîíà

ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí.

Âûâîäû: ëþáîé òðîéêå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y, z) ñîîòâåòñòâóåò

òðîéêà ÷èñåë (a, b, c)� äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

1.13. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

1.13.1. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðå-

äèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 23).
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1.13.2. Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ

âñåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ê ó÷åòâåðåííîé ïëîùàäè, ò.å. R
abc

S


4
(ñì. 1.11.4).

Ñëåäñòâèå.

R
abc

p p a p b p c


	 	 	4 ( )( )( )
=

abc

a b b c c a a b c2 2 2 2 2 2 2 4 4 4( )� � 	 	 	
.

1.13.3. Îòíîøåíèå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ê ñèíóñó ïðîòèâîëåæàùåãî

óãëà ðàâíî óäâîåííîìó ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ò.å.
a b c

sin sin sin
 � �
  = 2R (ñì. ï. 1.6).

2. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
2.1. Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ

1-é ïðèçíàê (ïî äâóì êàòåòàì): åñëè äâà êàòåòà îäíîãî òðåóãîëüíèêà

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì êàòåòàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå

òðåóãîëüíèêà ðàâíû.

2-é ïðèçíàê (ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó):

à) åñëè êàòåò è ïðèëåæàùèé åìó îñòðûé óãîë îäíîãî òðåóãîëü-

íèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êàòåòó è ïðèëåæàùåìó îñòðîìó óãëó äðó-

ãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû;

á) åñëè êàòåò è ïðîòèâîëåæàùèé îñòðûé óãîë îäíîãî òðåóãîëü-

íèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êàòåòó è ïðîòèâîëåæàùåìó îñòðîìó óãëó

äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

3-é ïðèçíàê (ïî ãèïîòåçå è îñòðîìó óãëó): åñëè ãèïîòåíóçà è îñòðûé

óãîë îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó

óãëó äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

4-é ïðèçíàê (ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó): åñëè ãèïîòåíóçà è êàòåò îäíî-

ãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ãèïîòåíóçå è êàòåòó äðóãîãî

òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
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