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Ïðåäèñëîâèå

Àâòîðñêèå òåîðåòè÷åñêèå êîíñïåêòû (ÒÊ) ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòàðøåé ïðîôèëüíîé øêîëû (êíèãè äëÿ ó÷è-

òåëÿ) ïðåäñòàâëåíû â 2-õ ÷àñòÿõ.

Òåìàòèêà 1-é ÷àñòè:

• ìíîæåñòâà,

• âûðàæåíèÿ,

• ôóíêöèè è ãðàôèêè,

• óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà,

• îñíîâû òðèãîíîìåòðèè,

• çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè.

Òåìàòèêà 2-é ÷àñòè:

• ïðîèçâîäíàÿ è å¸ ïðèìåíåíèå,

• ïåðâîîáðàçíàÿ è èíòåãðàë,

• ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ,

• ðàöèîíàëèçàöèÿ íåðàâåíñòâ,

• ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,

• îñíîâû êîìáèíàòîðèêè,

• òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåòè÷åñêèå êîíñïåêòû äëÿ ó÷åíèêà ïðåäñòàâëåíû â òðåòüåé êíèãå ñ òîé æå òåìàòèêîé.

Êíèãà äëÿ ó÷åíèêà — îáó÷àþùåå èçäàíèå. Â òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòàõ äëÿ ó÷åíèêà åñòü ïðîïóñêè â îïðå-

äåëåíèÿõ, àëãîðèòìàõ, ðåøåíèÿõ è âûâîäàõ. Èìåííî èõ çàïîëíåíèå áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìûñëèòåëü-

íîé äåÿòåëüíîñòè. Ó÷åíèê ñàìîñòîÿòåëüíî îòêðûâàåò íîâîå çíàíèå: ôîðìóëèðóåò îïðåäåëåíèÿ è àëãîðèòìû,

ïðèâîäèò ïðèìåðû, ïîäêðåïëÿþùèå òåîðèþ, ïðèõîäèò ê âûâîäàì. Â òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòàõ äëÿ ó÷èòåëÿ âñå

ýòè ïðîïóñêè çàïîëíåíû.

Ïîÿâëåíèþ òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòîâ ïðåäøåñòâîâàëà ìíîãîëåòíÿÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà. Òåîðåòè÷å-

ñêèå êîíñïåêòû ñîçäàíû íà îñíîâå ïðèíöèïîâ ñèñòåìíîñòè è ïðååìñòâåííîñòè. Òàê îáåñïå÷èâàåòñÿ îáùèé ïîä-

õîä ê îáðàáîòêå ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Êàæäûé ÒÊ ïðåäñòàâëåí íà îäíîì ðàçâîðîòå, ÷òî äàåò öå-

ëîñòíîå âîñïðèÿòèå òåìû. Ìàòåðèàë îòëè÷àåòñÿ ïîëíîòîé ñîäåðæàíèÿ è êðàòêîñòüþ ôîðìû, åäèíèöû çíàíèé

âçàèìîñâÿçàíû, âçàèìîäîïîëíÿåìû. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû ïîäêðåïëÿþò òåîðåòè÷åñêèå

ïîëîæåíèÿ; ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäòâåðæäàþò ñïðàâåäëèâîñòü àëãîðèòìîâ. Âàæíà ðîëü ÒÊ â ñèñòåìàòèçàöèè

è îáîáùåíèè çíàíèé.

Öåëü ÒÊ — äàòü ó÷åíèêàì åäèíèöû çíàíèé òàê, ÷òîáû îíè âñòðàèâàëèñü â îáùóþ ñèñòåìó. Ýòî ïîçâîëÿåò

èñêëþ÷èòü èëè ñîêðàòèòü ôðàãìåíòàðíîñòü óñâîåíèÿ òåìû. Îáó÷åíèå ñ ïîìîùüþ ÒÊ ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâà-

íèþ ó ó÷åíèêîâ óìåíèé ñàìèì äîáûâàòü çíàíèÿ, êëàññèôèöèðîâàòü ïî êîíêðåòíûì îñíîâàíèÿì è ñòðóêòóðèðî-

âàòü èõ. ÒÊ ó÷àò ðàçðåøàòü âàæíûå ó÷åáíûå âîïðîñû: êàê ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ è ðàáîòàòü ñ òåîðèåé, êàê

àíàëèçèðîâàòü çàäà÷ó è ñîîòíîñèòü êîíêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò (óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî è ò.ä.) ñ êàíî-

íè÷åñêèì âèäîì, êàê âûñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ðåàëèçîâàòü åãî è ò.ä. Òàê ó÷åíèê «ó÷èòñÿ ó÷èòüñÿ».

Òàêàÿ ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåò îñîáóþ îðãàíèçàöèþ óìñòâåííîé ðàáîòû, ñîçäàåò áàçó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óíè-

âåðñàëüíûõ ó÷åáíûõ äåéñòâèé. Ïðèìåíåíèå ÒÊ íàïðàâëåíî íà ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ñîáèðàòü ôàêòû — â óðî-

êè, óðîêè — â òåìû, òåìû — â ðàçäåëû, ðàçäåëû — â ñèñòåìíûå ïðåäìåòíûå çíàíèÿ: îíè ïîçâîëÿò âûéòè çà êðóã

îäíîãî ïðåäìåòà, ïîìîãóò â óñâîåíèè ñìåæíûõ äèñöèïëèí. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î êóëüòóðå ìûøëå-

íèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, î âîçìîæíîñòè âûðàñòèòü ñîâðåìåííûõ èíæåíåðîâ è èññëåäîâàòåëåé.

Èñïîëüçîâàíèå ÒÊ ïîêàçàëî, ÷òî èõ ïðèìåíåíèå îïòèìèçèðóåò ïðîöåññ óñâîåíèÿ çíàíèé.

ÒÊ îðãàíè÷íî âñòðàèâàåòñÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ó÷åáíèêà. Èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü

ôðàãìåíòàðíî (â ëþáîì îáú¸ìå) èëè ïîëíîñòüþ.
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 1. Âûðàæåíèÿ. Ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà.

Ñèñòåìàòèçàöèÿ êóðñà àëãåáðû 7–9

Ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ïðàâèëà:

• Òèïû âûðàæåíèé, ôóíêöèé, óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

• Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

• Îáùèé (êàíîíè÷åñêèé) âèä óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, ôóíêöèè äàííîãî òèïà.
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Òèï I. Âûðàæåíèå II. Ôóíêöèÿ

1. ax + b — ìíîãî÷ëåí I-é ñòåïåíè, äâó÷ëåí.

2. Ïðèìåð: 7x – 2.

4. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÎÄÇ: R.

1. ó àõ b� � — ëèíåéíàÿ.

2. Ïðèìåð: ó õ� �7 2.

3. Àëãîðèòì: Ïîñòðîåíèå ïî äâóì òî÷êàì.

Ãðàôèê: ïðÿìàÿ.

4. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(y) = R.

Îáëàñòü çíà÷åíèé Å(ó) = R.

1. àõ bõ ñ2 � � , ãäå à � 0 — ìíîãî÷ëåí II-é

ñòåïåíè, êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí.

2. Ïðèìåð: 2 32õ õ� � .

3. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè:

àõ bõ ñ2 � � � à õ õ õ õ( )( )� �1 2 , ãäå x1, x2 —

êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà.

4. ÎÄÇ: R.

1. ó àõ bõ ñ� � �2 , ãäå à � 0 — êâàäðàòè÷íàÿ.

2. Ïðèìåð: ó õ õ� � �2 32 .

3. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ: 5 òî÷åê: 1-ÿ òî÷êà —

âåðøèíà ( ; )õ ó0 0 : õ
b

a
y y x0 0 0

2
� � �; ( ).

Ãðàôèê: ïàðàáîëà.

4. D(y): R.

1. àõ bõ ñõn n n� � �� �1 2
� — ìíîãî÷ëåí n-é

ñòåïåíè. àõ bõ ñõ d3 2� � � — ìíîãî÷ëåí

III-é ñòåïåíè.

2. Ïðèìåð: � � � �õ õ õ3 22 3 7.

4. ÎÄÇ: R.

1. ó àõ bõ ñõn n n� � � �� �1 2
� — öåëàÿ ôóíêöèÿ

n-é ñòåïåíè. ó àõ bõ ñõ d� � � �3 2 .

2. Ïðèìåð: y = � � � �õ õ õ3 22 3 7.

3. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå

ãðàôèêîâ â 10–11-ì êëàññàõ.

4. D(y): R.

1.
ax bx

cx dx

n n

m m

� �
� �

�

�

1

1

�

�
èëè

Ð õ

Q x

( )

( )
, ãäå P(x), Q(x) —

ìíîãî÷ëåíû.

2. Ïðèìåð:
3 2 1

3

2õ õ

õ

� �
� �

.

4. ÎÄÇ: âñå çíà÷åíèÿ õ, ãäå Q � 0.

1. ó
ax bx

cx dx

n n

m m
� � �

� �

�

�

1

1

�

�
èëè ó

Ð õ

Q x
� ( )

( )
.

×àñòíûé ñëó÷àé ó
k

x
� — îáðàòíàÿ ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòü.

2. Ïðèìåð: ó
x

� 8
. Ãðàôèê: ãèïåðáîëà.

3. Ïîñòðîåíèå ïî òî÷êàì (íå ìåíåå 6 òî÷åê).

4. D(y) = ( ; ) ( ; )�� � � �0 0 ,

Å(ó) =( ; ) ( ; )�� � � �0 0

1. f xn ( ), ãäå f(x) —- ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå,

n k�2 — ÷¸òíîå, n k� �2 1— íå÷¸òíîå.

2. Ïðèìåð: 2 72õ � .

4. ÎÄÇ äëÿ n k� 2 : f x( ) � 0.

Äëÿ ïðèìåðà ÎÄÇ: 2 7 02õ � � .

1. y = f xn ( ). ×àñòíûé ñëó÷àé: y = x.

2. Ïðèìåð:

3. Ïîñòðîåíèå ïî òàáëèöå çíà÷åíèé èç 4–5 òî÷åê.

4. D(y) = [ ; )0 �� , Å(ó) = [ ; )0 �� .
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Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Ïî÷åìó â ìàòåìàòèêå ââîäÿò ïîíÿòèå «îñíîâíîé, èëè êàíîíè÷åñêèé âèä»?

2. Ïî êàêèì âíåøíèì ïðèçíàêàì âûðàæåíèÿ ìû îòíîñèì åãî ê òîìó èëè èíîìó òèïó?

3. Ïî÷åìó íåîáõîäèìî ñîîòíåñòè äàííîå âûðàæåíèå (óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî, ôóíêöèþ) ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì òèïîì, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê åãî ðåøåíèþ?
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III. Óðàâíåíèå IV. Íåðàâåíñòâî Òèï

1. àõ b� � 0 I-é ñòåïåíè, ëèíåéíîå.

2. Ïðèìåð: 7 2 0õ � � .

3. Àëãîðèòì: âûðàçèòü õ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

ðàâåíñòâ (êàêèå? óñòíî).

1. àõ b� 	 0 ( , , )
 � � I-é ñòåïåíè, ëèíåéíîå.

2. Ïðèìåð: 7 2 0õ � � (ðåøèòü óñòíî).

3. Àëãîðèòì: âûðàçèòü õ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

íåðàâåíñòâ (êàêèå? óñòíî).

1. àõ bõ ñ2 0� � � , ãäå à � 0.

2. Ïðèìåð: 2 3 02õ õ� � � .

3. Ôîðìóëà êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

D b ac� �2 4 ; x
b D

a
1 2

2
, � � �

.

Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì

êëàññèôèêàöèþ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé:

ïîëíûå, íåïîëíûå, ïðèâåä¸ííûå è ò.ä.

1. àõ bõ ñ2 0� � 	 ( , , )
 � � , ãäå à � 0.

2. Ïðèìåð: 2 3 02õ õ� � � .

3. 1 ñïîñîá — ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôèêà

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè;

2 ñïîñîá — ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

è ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ:

àõ bõ ñ2 � � � à õ õ õ õ( )( )� �1 2 .

1. àõ bõ ñõn n n� � � �� �1 2 0� ,

àõ bõ ñõ d3 2 0� � � � .

2. Ïðèìåð: � � � �õ õ x3 22 3 0.

3. Ðåøàåì òîëüêî ÷àñòíûå âèäû óðàâíåíèé

ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

è ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì «ïðîèçâåäåíèå

ìíîæèòåëåé ðàâíî 0».

1. àõ bõ ñõn n n� � � 	� �1 2 0� ,

àõ bõ ñõ d3 2 0� � � 	 .

2. Ïðèìåð: õ õ õ3 23 2 0� � 	 .

3. Ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ â ñëó÷àå, åñëè

ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè.

Ïðèìåð: õ õ õ( )( )� � 	1 2 0.

1.
ax bx

cx dx

n n

m m

� �
� �

�
�

�

1

1
0

�

�
èëè

Ð õ

Q x

( )

( )
� 0.

2. Ïðèìåð:
3 2 1

3
0

2õ õ

õ

� �
� �

� .

3. Äðîáü ðàâíà 0, åñëè ÷èñëèòåëü ðàâåí 0,

à çíàìåíàòåëü íå ðàâåí , ò.å.

Ð õ

Q x

Ð õ

Q x

( )

( )

( ) ,

( ) .
� �

�
�

�
�
�

0
0

0

4. Âíèìàíèå! — ÎÄÇ: Q(x) � 0.

1.
ax bx

cx dx

n n

m m

� �
� �

	
�

�

1

1
0

�

�
èëè

Ð õ

Q x

( )

( )
	 0 (<; �; �).

2. Ïðèìåð:
3 2 1

3
0

2õ õ

õ

� �
� �

� .

3. Ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

(Ïðèìåíåíèå îáîáù¸ííîãî ìåòîäà èíòåðâàëîâ

ñì. â ÒÊ ¹ 16.)

1. f x g xn ( ) ( )� , ãäå f x g x( ), ( ) — ðàöèîíàëü-

íûå èëè òðàíñöåíäåíòíûå âûðàæåíèÿ.

2. Ïðèìåð: x x� �2 .

3. 1 ñïîñîá: ïðèìåíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèé

àëãîðèòì f x g x
g x

f x g x
( ) ( )

( ) ,

( ) ( ).
� �

�

�

�
�
�

0

2

2 ñïîñîá: âîçâîäèì â êâàäðàò è äåëàåì

ïðîâåðêó!

1. f x g xn ( ) ( )	 ( , , )
 � � , ãäå f x g x( ), ( ) —

ðàöèîíàëüíûå èëè òðàíñöåíäåíòíûå

âûðàæåíèÿ.

2. Ïðèìåð: x x� �2 .

3. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþò àëãîðèòì,

íî íàä¸æíåå ðåøàòü óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.
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ÒÊ ¹ 1. Âûðàæåíèÿ. Ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà

Ñèñòåìàòèçàöèÿ êóðñà àëãåáðû 7–9

Ñîäåðæàíèå

Ñèñòåìàòèçàöèÿ ïî âñåì òèïàì1 âûðàæåíèé, ôóíêöèÿì, óðàâíåíèÿì è íåðàâåíñòâàì, èçó÷åííûì â 7–9-õ

êëàññàõ. Ýòîò ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ óñâîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé â ñòàðøåé øêîëå, âîñòðå-

áîâàí íà âñåì ïðîäîëæåíèè îáó÷åíèÿ, è ýòîò ìàòåðèàë ïîñòåïåííî áóäåò äîïîëíÿòüñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè òèïà-

ìè âûðàæåíèé, ôóíêöèé, óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

Èñïîëüçîâàíèå

• Ïðè óñâîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ è çíàêîâ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûðàæåíèé, ôóíêöèé, àëãîðèòìîâ

è ò.ä.

• Ïðè ïîâòîðåíèè (ñèñòåìàòèçàöèè) îñíîâíûõ ôàêòîâ êóðñà ìàòåìàòèêè îñíîâíîé øêîëû è îñîçíàíèè èõ

âçàèìîñâÿçè.

• Ïðè ëèêâèäàöèè ïðîáåëîâ â õîäå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé è äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè

ñ àêöåíòîì íà îáùèé (êàíîíè÷åñêèé) âèä âûðàæåíèÿ, ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

Ñîïðîâîæäåíèå

1. Ðàáîòàåì ñ ÒÊ ¹ 1 ôðîíòàëüíî ïî ñòðîêàì. Àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà ïîíÿòèÿõ «òèï» âûðàæåíèÿ, à âìå-

ñòå ñ íèì — «òèï» ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Íàïîìèíàåì, ÷òî îñíîâíîé îáúåêò àëãåáðû — âûðàæå-

íèå, êîòîðîå ïðè íåîáõîäèìîñòè ëåãêî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ, óðàâíåíèå èëè íåðà-

âåíñòâî. Îò âûðàæåíèé ïåðåõîäèì ê ôóíêöèÿì, óðàâíåíèÿì è íåðàâåíñòâàì òîãî æå òèïà. Ôèêñèðóåì, ÷òî âñå

îíè íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî, íàïðèìåð: êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí, êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî

è êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîãîâàðèâàåì «ìíîãîýòàæíûå» îïðåäåëåíèÿ, îáðàùàåì âíèìàíèå íà îáùèé (êàíî-

íè÷åñêèé) âèä, íàïðèìåð,

ôóíêöèÿ

óðàâíåíèå

íåðàâåíñòâî
âèäà

y kx b

kx b

kx b

� �
� �

� 	 
 � �
0

0 ( , , )
, ãäå k, b — ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé (ûì).

2. ß÷åéêà òàáëèöû èìååò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó ñ öèôðàìè 1, 2, 3, 4.

Öèôðà 1. Îïðåäåëåíèå âûðàæåíèÿ, ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà êàæäîãî òèïà. Îïðåäåëÿåì ñòðóê-

òóðó êàæäîãî ïîíÿòèÿ: «Ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ëèíåéíûì óðàâíåíèåì, íåðàâåíñòâîì) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

âèäà…», äàëåå ïðèâîäèòñÿ å¸ êàíîíè÷åñêèé (îáùèé) âèä. Â êàæäîì êàíîíè÷åñêîì âèäå åñòü áóêâû — ïàðà-

ìåòðû, è ìû äîëæíû íàëîæèòü íà íèõ îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè èõ íåò, òî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòð ìîæåò

áûòü ëþáûì, — òàêàÿ äîãîâîð¸ííîñòü â ìàòåìàòèêå. Âñ¸ ýòî îáúÿñíÿåì ó÷åíèêàì, ÷òîáû îíè ó÷èëèñü ñàìè ôîð-

ìóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ.

Çàïîëíÿåì âñå öèôðû 1.

Öèôðà 2. Ïðèâîäèì ïðèìåð. Ó÷àùèåñÿ ðàáîòàþò ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ñ ÷àñòè÷íîé ïîìîùüþ ó÷èòåëÿ. Âàæ-

íî, ÷òîáû ó÷åíèêè ïîíèìàëè ñâÿçü ìåæäó îáùèì âèäîì è ÷àñòíûì ñëó÷àåì — ïðèìåðîì.

Çàïîëíÿåì âñå öèôðû 2.

Öèôðà 3. Ñïîñîá äåéñòâèÿ, ìåòîä ðåøåíèÿ, ôîðìóëû, — ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáî îáîçíà÷åí â ÒÊ, ëèáî

ó÷àùèåñÿ äîïîëíÿþò èíôîðìàöèþ: ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ñ ïîìîùüþ ó÷èòåëÿ. Ðàññóæäàåì âìåñòå, âîñïîëíÿåì

ïðîáåëû.

Çàïîëíÿåì âñå öèôðû 3.

Öèôðà 4. ÎÄÇ è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè — ñàìûå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè âûðàæåíèÿ è ôóíêöèè.

Èõ âçàèìîñâÿçü îáîçíà÷àåì äëÿ ó÷åíèêîâ ïðè êàæäîì óäîáíîì ñëó÷àå, ðàçúÿñíÿåì, ÷òî ïî ñóòè — ýòî îäíî è òî

æå ïîíÿòèå, ÷òî íàõîäèì èõ äëÿ êàæäîãî òèïà ïî åäèíîìó àëãîðèòìó.

Çàïîëíÿåì âñå öèôðû 4.

3. Îáîçíà÷àåì ìàòåðèàë, ñ êîòîðûì ïîçíàêîìèëèñü â êóðñå àëãåáðû 7–9, âûäåëÿåì òåìû, óñâîåííûå äîñòà-

òî÷íî õîðîøî (îáâîäèì èõ); òåìû, ãäå åñòü ïðîáåëû, âûäåëÿåì äðóãèì ñïîñîáîì. Òåìû, î êîòîðûõ áûëî ëèøü

óïîìèíàíèå äî ïðèõîäà â 10-é êëàññ — îáîçíà÷àåì íà ïåðñïåêòèâó, ïîêà ýòî — «áåëûå ïÿòíà». Òàêèì îáðàçîì,

ÒÊ ¹ 1 ïîìîãàåò îðãàíèçîâàòü ðàáîòó ïî ïðååìñòâåííîñòè è ïðîïåäåâòèêå çíàíèé.

6

1
Çäåñü è äàëåå. Ïîä òèïîì âûðàæåíèÿ ïîíèìàþòñÿ ðàçíîâèäíîñòè âûðàæåíèé (à âìåñòå ñ íèìè è óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ôóíêöèé),

èçó÷àåìûõ â êóðñå ìàòåìàòèêè 7–11êë. Â ïîñîáèè âûäåëåíû öåëûå âûðàæåíèÿ: ëèíåéíûå, êâàäðàòíûå, âûñøèõ ñòåïåíåé; äðîáíûå

ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ; èððàöèîíàëüíûå è ñòåïåííûå; òðàíñöåíäåíòíûå: ïîêàçàòåëüíûå, ëîãàðèôìè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ. Âèäû âûðàæåíèé (óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ôóíêöèé) — ðàçíîâèäíîñòè â ðàìêàõ îäíîãî òèïà. Íàïðèìåð, òèï: êâàäðàòíûå

óðàâíåíèÿ; âèä: ïîëíîå, íåïîëíîå, ïðèâåä¸ííîå.



4. Ïàðàëëåëüíî âåäåòñÿ ïðàêòèêà. Ïîñëå âûÿâëåíèÿ î÷åðåäíîãî ïðîáåëà ñîñòàâëÿåì íåñëîæíîå çàäàíèå «ðå-

øèòü óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî» è ò.ä., îïèðàÿñü íà îáùèé âèä. Çàäàíèÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñîñòàâëÿþò ñàìè ó÷å-

íèêè. Òàêàÿ ôîðìà ðàáîòû ïîëåçíà è ïðèÿòíà ó÷åíèêàì, ìîòèâèðóåò è ïðèäà¸ò èì óâåðåííîñòü. Ïîñëå ðåøåíèÿ

åù¸ ðàç ñâåðÿåì ïðàêòèêó ñ òåîðèåé, ñîñòàâëÿåì àíàëîãè÷íîå çàäàíèå (ñëîæíåå èëè ïî óðîâíÿì) äëÿ äîìàøíåé

ðàáîòû. Òàê äâèæåìñÿ ïî ÿ÷åéêàì òàáëèöû.

5. Îòâå÷àåì íà âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ.

Îòâåòû íà âîïðîñû

1. Ïî÷åìó â ìàòåìàòèêå ââîäÿò ïîíÿòèå «îñíîâíîé, èëè êàíîíè÷åñêèé âèä»?

Êàæäûé îáúåêò ìàòåìàòèêè (âûðàæåíèå, óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî èëè ôóíêöèÿ) ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåë¸í-

íûì çàêîíàì, ïðàâèëàì äåéñòâèé ñ íèì. Íàïðèìåð, ñêëàäûâàòü äðîáè íåëüçÿ êàê öåëûå ÷èñëà, à ðåøàòü êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå íåëüçÿ êàê ëèíåéíîå óðàâíåíèå è ò.ä. ×òîáû ïîíèìàòü, êàêèå ïðàâèëà è çàêîíû ïðèìåíÿòü

ê êîíêðåòíîìó âèäó ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, åãî ñâåðÿþò ñ òàê íàçûâàåìûì îñíîâíûì (êàíîíè÷åñêèì) âè-

äîì. Äëÿ ýòîãî è ââåäåíî ýòî ïîíÿòèå.

2. Ïî êàêèì âíåøíèì ïðèçíàêàì âûðàæåíèÿ ìû îòíîñèì åãî ê òîìó èëè èíîìó òèïó?

Ïðè ðàáîòå ñ âûðàæåíèÿìè îáðàùàåì âíèìàíèå íà ïåðåìåííóþ: êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü îíà èìååò,

ãäå íàõîäèòñÿ — â ÷èñëèòåëå èëè â çíàìåíàòåëå è ò.ä. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ìû îòíîñèì âûðàæåíèå ê êîí-

êðåòíîìó òèïó (öåëîìó, äðîáíîìó ðàöèîíàëüíîìó, èððàöèîíàëüíîìó, …).

3. Ïî÷åìó íåîáõîäèìî ñîîòíåñòè äàííîå âûðàæåíèå (óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî, ôóíêöèþ) ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì òèïîì, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê åãî ðåøåíèþ?

×òîáû âåðíî ðåøàòü çàäà÷è, à èìåííî, òî÷íî çíàòü, êàêèå ïðàâèëà ïðèìåíÿòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîí-

êðåòíîãî âûðàæåíèÿ.

Çàäàíèÿ

1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè.

à) õ õ2 7� ; á) õ õ2 7 6� � ; â) 3 5 22õ õ� � ; ã) 3 5 12õ õ� � ; ä) õ õ2 1� � .

2. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè.

à) õ õ õ3 2 6� � ; á) õ õ õ3 25 7� � ; â) õ õ4 25 4� � ; ã) õ õ4 25 6� � ; ä) õ õ4 25 6� � .

3. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé.

à) y � �2; á) y x� ; â) y x� � 2; ã) y x� �2 ; ä) � �y x� ; å) � �y x� � 2; æ) � �y x� � 2.

4. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé.

à) y õ� � 2; á) y õ� �( )2 2; â) y x� �2 2; ã) y x x� �2 2 ; ä) y x x� � � �2 2 1.

5. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé.

à) y
õ

� 6
; á) y

õ
�

�
6

1
; â) y

õ
� �6

1; ã) y õ� � 3; ä) y õ� �3 .

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ.

à) õ õ õ3 22 8 0� � � ; á) õ õ4 210 9 0� � � ; â)
õ õ

õ

2 3

3 7
0

�
�

� ; ã)
õ õ

õ

2 3

3 7
1

�
�

� .

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà.

à) õ õ2 7 0� 	 ; á) õ õ2 7 6 0� � � ; â) � � � 
2 5 2 02õ õ ; ã) õ õ2 1 0� � � .

8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà.

à) õ õ õ3 2 2 0� � � ; á) õ õ õ3 25 7 0� � 
 ; â) � � 	5 4 02õ ; ã) õ õ4 25 6 0� � � .

Îòâåòû

6. à) �2 0 4; ; ; á) � �3 1 1 3; ; ; ; â) 0 3; ; ã) �1 7; .

7. à) ( ; ) ( ; )�� � � �0 7 ; á) [ ; ]1 6 ; â) ( ; ) ( , ; )�� � � � ��2 0 5 ; ã) ( ; )�� �� .

8. à) [ ; ] [ ; )� � ��1 0 2 ; á) ( ; )�� 0 ; â) ��

�
��

�

�
��

2

5

2

5
; ; ã) [ ; ] [ ; ]� � �3 2 2 3 .
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 2. Ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

×èñëîâûå ïðîìåæóòêè

Ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ïðàâèëà:

• Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê.

• Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ.

• Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ.

• Ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, èððàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷è-

ñåë; îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
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I. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà,

ñëîâàðü òåîðèè ìíîæåñòâ
Ïðèìåðû ìíîæåñòâ

1. Ìíîæåñòâî — îäíî èç ýëåìåíòàðíûõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ïîíÿòèé, ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ íå èìå-

åò. À, Â, Ñ, D — ìíîæåñòâà.

2. ßçûê ìíîæåñòâ:

• ýëåìåíò ìíîæåñòâà à � À, õ � D,

• ïîäìíîæåñòâî À � Ñ,

• ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,

• íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,

• èìåþò (íå èìåþò) îáùèå ýëåìåíòû,

• ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàäëåæèò)

ìíîæåñòâó,

• êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà,

• âëîæåííûå ìíîæåñòâà,

• ïóñòîå ìíîæåñòâî �.

À — ìíîæåñòâî âñåõ þíîøåé 10-ãî êëàññà

íàøåé øêîëû.

Â — ìíîæåñòâî âñåõ äåâóøåê 10-ãî êëàññà

íàøåé øêîëû.

Ñ — ìíîæåñòâî âñåõ þíîøåé íàøåé øêîëû.

D — ìíîæåñòâî âñåõ ó÷àùèõñÿ 10-ãî êëàññà

íàøåé øêîëû.

Å — ìíîæåñòâî âñåõ ãîðîäîâ Åâðîïû.

S — ìíîæåñòâî âñåõ ãîðîäîâ Ðîññèè.

Ò — ìíîæåñòâî âñåõ ãîðîäîâ Èòàëèè.

Q — ìíîæåñòâî âñåõ æèòåëåé Èòàëèè.

Ð — ìíîæåñòâî âñåõ ãîðîäîâ åâðîïåéñêîé ÷àñòè

Ðîññèè.

II. Èçîáðàæåíèÿ ïðîìåæóòêîâ Íàçâàíèå ïðîìåæóòêîâ, çàïèñü ïðîìåæóòêîâ

à) ( ; )1 7 ;

á) [ ; ]�4 2 ;

â) [ ; )�4 2 ;

ã) ( ; )�� �3 ;

ä) [ ; )� ��3 ;

å) ( ; )�� �� .

1. Îòðåçîê: [ ; ]�4 2 .

2. Èíòåðâàë: ( ; )1 7 .

3. Ïîëóèíòåðâàë: [ ; )�4 2 .

4. Ëó÷ è îòêðûòûé ëó÷:

[ ; )� ��3 ; ( ; )�� �3 .

Âïèøèòå ïðîìåæóòêè â ñîîòâåòñòâóþùèé

ïóíêò.

III. Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè è ïðèìåðû

1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ñ À Â� � — ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ Ñ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ

áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ À èëè Â.

À � { ; ; ; ; ; ; }1 2 3 4 5 6 7 , Â � { ; ; ; ; }2 4 6 8 10 ,

Ñ � { ; ; ; ; ; ; ; ; }1 2 3 4 5 6 7 8 10 .

2. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Ð À Â� � — ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ Ð, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

îäíîâðåìåííî îáîèì ìíîæåñòâàì À è Â.

À � { ; ; ; ; ; ; }1 2 3 4 5 6 7 , Â � { ; ; ; ; }2 4 6 8 10 ,

Ð� { ; ; }2 4 6 .

3. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ Ò À B� \ — ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ Ò, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó À è íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Â.

À � { ; ; ; ; ; ; }1 2 3 4 5 6 7 , Â � { ; ; ; ; }2 4 6 8 10 ,

Ò � { ; ; ; }1 3 5 7 .
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Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Îòëè÷àþòñÿ ëè ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå îäíèõ è òåõ æå ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ?

2. Ìîãóò ëè ñîâïàäàòü ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ? Åñëè íåò, òî ïî÷åìó? Åñëè äà, òî ïðè-

âåäèòå ïðèìåð.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êàêèõ-íèáóäü òð¸õ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, ÷òîáû êàæäîå ïîñëåäóþùåå ñîäåðæàëîñü

â ïðåäûäóùåì.

4. Êàêèå èç ìíîæåñòâ ÷èñåë: íàòóðàëüíûå, öåëûå, ðàöèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå â ïåðåñå÷åíèè äàþò ïóñ-

òîå ìíîæåñòâî?

5. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ â âîïðîñå 4 ìíîæåñòâ â îáúåäèíåíèè äàþò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë?
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IV. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè,

èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâ
V. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1. Èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâ â âèäå êðóãîâ Ýéëåðà

Âàæíî! âåðíî èçîáðàæàòü ìíîæåñòâà ñ ó÷¸òîì èõ

âçàèìîñâÿçåé.

2. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ: À � Â = D.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ: Å � S = Ð;

À � Â = �; Å � Ò = Å; Å � Ò = Ò.

Îáîçíà÷üòå ìíîæåñòâà íà êðóãàõ Ýéëåðà

è âûïîëíèòå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Ïðèìåðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

7; –2; 4,1515…; 4,151617…;
2

3
;

2

5
; 7; �; å.

N — ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1; 2; 3; …

Z — ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë

…; –3; –2; –1; 0; 1; 2; 3; … .

Q — ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

×èñëà âèäà
ò

ï
, ãäå ò � Z, n � N.

2

3
; � 2

5
;

12

4
; 6

7

19
; … — ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëå-

íû â âèäå äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé

(êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ)

� � � � �2

5
2 5 0 4: , ;

3

11
= 3 : 11 = 0,2727… = 0,(27).

I — ìíîæåñòâî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë —

÷èñëà ïðåäñòàâëåíû â âèäå áåñêîíå÷íûõ

äåñÿòè÷íûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé

à) 4,151617…; 0,010110111… ;

á) 7, 13, �, å ,... — äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ

ýòèõ ÷èñåë — åñòü íåïåðèîäè÷åñêèå äðîáè.

R — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

R = Q � I.

Íà ìíîæåñòâå R âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû:

• ñâîéñòâà ïîðÿäêà,

• ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ,

• ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ,

• Àðõèìåäîâî ñâîéñòâî.

Ïîäïèøèòå êðóãè Ýéëåðà

VI. Ïðèìåðû ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ

ïðîìåæóòêîâ

1. [–4; 2) � (1; 7) = ( ; )1 2 .

2. [–4; 2) � [3; �) = �.

Ïåðåñå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ íàõîäÿò ïðè ðåøåíèè

ñèñòåì íåðàâåíñòâ.

õ

õ

�



�
�
�

�
1

4

,

;
x �[ ; )1 4 .

õ

õ

�



�
�
�

�
4

1

,

;
x � ��( ; )1 .

Çàïèøèòå ðåçóëüòàòû äåéñòâèé

3. [–4; 2) � (1; 7) = [ ; )�4 7 .

4. [–4; 2) � [3; �) = �–4; 2) � [3; �).

5. (��; 3) � [3; �) = R

Îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ íàõîäÿò ïðè ðåøåíèè

ñîâîêóïíîñòåé íåðàâåíñòâ.

x

x

�



�

�
 �

1

4

,

;
x R� .

x

x

�
	

�

�
 �

1

4

,

;
x � �� � � �( ; ] ( ; )1 4 .

Çàïèøèòå ðåçóëüòàòû äåéñòâèé



ÒÊ ¹ 2. Ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè

Ñîäåðæàíèå

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâ è èõ îòíîøåíèé.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè è äåéñòâèÿ ñ ÷èñëîâûìè ïðîìåæóòêàìè íà ÿçûêå ìíîæåñòâ.

Ïðèìåðû ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíî-

ñòè.

Îïðåäåëåíèå âñåõ òèïîâ ÷èñåë, êëàññèôèêàöèÿ, ïðèìåðû, îòíîøåíèÿ ìåæäó òèïàìè: âëîæåííîñòü, ïåðåñå-

÷åíèå, îáúåäèíåíèå.

Èñïîëüçîâàíèå

• Äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà è îáîçíà÷åíèé.

• Äëÿ óñâîåíèÿ ïîíÿòèÿ «ìíîæåñòâî» è îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè.

• Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà êàê ìíîæåñòâà ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ —

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

• Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå êðóãîâ Ýéëåðà âçàèìîñâÿçè âñåõ òèïîâ ÷èñåë: íàòóðàëüíûõ, öå-

ëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, èððàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ñîïðîâîæäåíèå

×àñòî ïðèõîäèòñÿ âîçâðàùàòüñÿ ê ñîäåðæàíèþ êîíñïåêòà, ÷òîáû óòî÷íèòü ñèìâîëû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïî-

âòîðèòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ðàçíûõ òèïîâ. ×àùå âñåãî çàáûâàþò îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë. Âàæíîé ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ìíîæåñòâàõ, îòíîøåíèÿõ ìåæäó ìíîæåñòâàìè è èõ ãðàôè÷åñêîé èíòåð-

ïðåòàöèåé. Èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà ïîìîãàåò ðåøàòü ëîãè÷åñêèå è âåðîÿòíîñòíûå çà-

äà÷è.

Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ìíîæåñòâàõ

1) Äåêàðòîâî (ïðÿìîå) ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Ô À Â� ! — ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ìíîæåñòâ

À è Â. Ïðèìåðû: à) R R R! � 2 — ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè; á) åñëè À Â� �[ ; ], [ ; ]1 3 0 4 , òî

Ô — ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè: (1; 0), (1; 4), (3; 0), (3; 4) â ñèñòåìå êîîðäèíàò Îõó.

2) Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Â äî ìíîæåñòâà À, åñëè ìíîæåñòâî Â ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà À —

÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçíîñòè Ò À B� \ . Îáîçíà÷àþò: Â À B� \ .

3) Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà: à) ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà; á) â ñëó-

÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ äâà ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü ðàâíîìîùíûìè, åñëè ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ìîæ-

íî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïî ëþáîìó ïðàâèëó. Íàïðèìåð, êîðíè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ è ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

4) Ìíîæåñòâà äåëÿòñÿ íà êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ); áåñêîíå÷íûå ñ÷¸òíûå

ìíîæåñòâà (ýëåìåíòû ìîæíî çàíóìåðîâàòü), îíè ðàâíîìîùíû ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; áåñêîíå÷íûå íå-

ñ÷¸òíûå ìíîæåñòâà, îíè íå ðàâíîìîùíû ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë.

Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Îòëè÷àþòñÿ ëè ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå îäíèõ è òåõ æå ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ?

Äà. Íå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò.

2. Ìîãóò ëè ñîâïàäàòü ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ? Åñëè íåò, òî ïî÷åìó? Åñëè äà, òî ïðè-

âåäèòå ïðèìåð.

Ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ ìîãóò ñîâïàäàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòè ïðîìå-

æóòêè ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, (1; 4) Ç (1; 4) = (1; 4) è (1; 4) � (1; 4) = (1; 4).

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òð¸õ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, ÷òîáû êàæäîå ñëåäóþùåå ñîäåðæàëîñü â ïðåäûäóùåì. Íà-

ïðèìåð, (–2; 5), (0; 4), (1; 2).

4. Êàêèå èç ìíîæåñòâ ÷èñåë: íàòóðàëüíûå, öåëûå,… â ïåðåñå÷åíèè äàþò ïóñòîå ìíîæåñòâî?

Ëþáîå èç ìíîæåñòâ ÷èñåë: íàòóðàëüíûå, öåëûå èëè ðàöèîíàëüíûå â ïåðåñå÷åíèè ñ ìíîæåñòâîì èððàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë äà¸ò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

5. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ â îáúåäèíåíèè äàþò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë?

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äà¸ò îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Çàäàíèÿ

1. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ÷èñåë, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A B� , åñëè:

à) À — ìíîæåñòâî âñåõ ÷¸òíûõ ÷èñåë, Â — ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ 3-ì.

á) À — ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, Â — ìíîæåñòâî íåïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

â) À — ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, Â — ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15.
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2. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ÷èñåë, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A B� , åñëè:

à) À — ìíîæåñòâî âñåõ ÷¸òíûõ ÷èñåë, Â — ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ 32-ì.

á) À — ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, Â — ìíîæåñòâî íåïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

â) À — ìíîæåñòâî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, Â — ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

3. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ ñ ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè.

à) ( ; ] ( ; )�� � � ��7 4 ; á) ( ; ] ( ; )� � ��2 21 5 ; â) ( ; ] ( ; )0 7 4 2� � ; ã) [ ; ) [ ; )� � ��1 3 3 .

4. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ ñ ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè.

à) ( ; ] ( ; )�� � � ��7 4 ; á) ( ; ] ( ; )� � ��2 21 5 ; â) ( ; ] ( ; )0 7 4 2� � ; ã) [ ; ) [ ; )� � ��1 3 3 .

5. Íàéäèòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè.

à)
õ õ

õ õ

3

2

0

3 2 0

� �

� � �

�
�
�

,
è

õ õ

õ õ

3

2

0

3 2 0

� �

� � �

�

�
 

,

;
á) � �

õ õ

õ

4 2

2

4 3 0

4 3

� � �

� �

�
�
"

�"

,
è � �

õ õ

õ

4 2

2

4 3 0

4 3

� � �

� �

�

�
 
 

,

.

6. Íàéäèòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè.

à)
� 	
� � �

�
�
�

õ

õ

0

3 2 0

,
è

� 	
� � �
�

�
 

õ

õ

0

3 2 0

,

;
á)

2 13 0

52

õ

x

� �

	

�
�
�

,
è

2 13 0

52

õ

x

� �

	

�

�
 

,

.

7. Ðåøèòå çàäà÷ó. Â êëàññå 25 ÷åëîâåê, êàæäûé èç íèõ ïîñåùàåò ôàêóëüòà-

òèâû ôðàíöóçñêîãî èëè èñïàíñêîãî ÿçûêà, à íåêîòîðûå — ïîñåùàþò è òîò,

è äðóãîé ôàêóëüòàòèâû. Ôðàíöóçñêèì ÿçûêîì çàíèìàåòñÿ 17, à èñïàíñêèì —

15 ó÷åíèêîâ. Ñêîëüêî èç íèõ ïîñåùàþò îáà ôàêóëüòàòèâà?

Ðåøåíèå. Ðåøèòü çàäà÷ó ïîìîãóò êðóãè Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà:

Ô — âñå ôðàíöóçû, È — âñå èñïàíöû, ÔÈ Ô È� � — çàíèìàþòñÿ è ôðàíöóç-

ñêèì è èñïàíñêèì ÿçûêîì; Ô È� — âñå ó÷åíèêè êëàññà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è:

| |Ô È� = 25, |Ô| = 17, |È| = 15, ãäå | |A îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà À. Ïî

ñìûñëó ñõåìû çàïèøåì ðàâåíñòâî:

| | | | | | | |Ô È Ô È Ô È� � � � � .

Îòñþäà | | | |ÔÈ Ô È� � � � � �17 15 25 7.

Îòâåò: 7 ó÷åíèêîâ ó÷àò îáà ÿçûêà.

8. Ðåøèòå çàäà÷ó. Â êëàññå 25 ÷åëîâåê, êàæäûé èç íèõ ïîñåùàåò õîòÿ áû

îäèí ñïîðòèâíûé êðóæîê, íåêîòîðûå ïîñåùàþò äâà êðóæêà, à åñòü è òàêèå, êî-

òîðûå çàíèìàþòñÿ òð¸ìÿ âèäàìè ñïîðòà. Èçâåñòíî, ÷òî 12 øêîëüíèêîâ èãðàþò

â ôóòáîë, 14 — çàíèìàþòñÿ òåííèñîì, à 13 — èãðàþò â øàõìàòû. Ïðè ýòîì èç-

âåñòíî, ÷òî 4 øàõìàòèñòîâ èãðàþò â ôóòáîë, 5 øàõìàòèñòîâ çàíèìàþòñÿ òåííè-

ñîì, à 7 òåííèñèñòîâ èãðàþò â ôóòáîë. Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ ïîñåùàþò òðè

êðóæêà? Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ ïîñåùàþò òîëüêî îäèí êðóæîê?

Ðåøåíèå. Ñõåìà ñëîæíàÿ. Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ýòè ìíîæåñòâà:

ï À Â Ñ( )� � �
� � � � � � � � � � � �ï À ï Â ï Ñ ï À Â ï À Ñ ï Â Ñ ï À Â Ñ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

ãäå ï — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Ôîðìóëó íåñëîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïðîíóìåðîâàííûå «êóñî÷êè» îò

1 äî 7. Çàïèøåì ðàâåíñòâî â ÷èñëàõ: 25 12 14 13 4 5 7� � � � � � � õ.

Òîãäà õ ï À Â Ñ� � � �( ) 2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òîëüêî ôóòáîëîì (ïóñòü ýòî áóäåò ìíîæåñòâî À1) çàíèìà-

þòñÿ: ï À( )1 12 7 4 2 3� � � � � . Àíàëîãè÷íî íàõîäèì: 4 çàíèìàþòñÿ òîëüêî òåííèñîì, 6 — òîëüêî øàõìàòàìè.

Îòâåòû

1. à) ÷èñëà, êðàòíûå 6; á) { }0 ; â) ÷èñëà, êðàòíûå 15.

2. à) ÷¸òíûå ÷èñëà; á) R; â) R.

3. à) R; á) ( ; ]�� 21 ; â) ( ; ]�4 7 ; ã) [ ; )� ��1 .

4. à) ( ; ]�4 7 ; á) ( ; )�2 5 ; â) ( ; )0 2 ; ã) {�}.

5. à) { }1 è { ; ; ; }�1 0 1 2 ; á) { ; }�1 1 è { ; ; ; ; ; }� � �7 3 1 1 3 7 .

6. à) {�} è ( ; ) ;�� � ���
� 

�
�
�0

2

3
; á) [ , ; ) ( ; )� � � ��6 5 5 5 è ( ; )�� �� .
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 3. Âûðàæåíèÿ. Ìîäóëü âûðàæåíèÿ

Ïîíÿòèÿ:

• Òèïû âûðàæåíèé, îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé è îáëàñòü çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ.

• Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ÷èñëà, ñâîéñòâà ìîäóëÿ, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ.

• Ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ íà ïðîìåæóòêàõ.
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I. Âûðàæåíèÿ è òèïû âûðàæåíèé

II. ÎÄÇ, èëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ f x( ), îáîçíà÷àþò: D f( ).

Ìíîæåñòâî (îáëàñòü) çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ f x( ), îáîçíà÷àþò: E f( ).

1. ÎÄÇ âûðàæåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé

ïåðåìåííîé, äëÿ êîòîðûõ âûðàæåíèå èìååò ñìûñë.

Íàéòè ÎÄÇ âûðàæåíèÿ — çíà÷èò, îòîáðàòü òàêèå

÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíèìû âñå îïåðàöèè,

çàäàííûå â âûðàæåíèè.

2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ — ìíîæåñòâî

âñåõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü äàííîå

âûðàæåíèå.

Âàæíî!

Ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ D f( ) è E f( ).

Ïðèìåð: Äàíî f x x( ) � � �4 74 .

D f( ) � ( ; ]�� 7 ; E f( ) � [ ; )4 �� .

1. P xn ( );
P x

a

( )
(à — ÷èñëî); ÎÄÇ: x R� .

2.
P x

Q x

( )

( )
. ÎÄÇ: âñå x, ïðè êîòîðûõ Q x( ) .� 0

3. f xn ( )2 1� , ãäå n N� ; ÎÄÇ: x R� .

4. f xn ( )2 , ãäå n N� ; ÎÄÇ: f x( ) .� 0

5. # $f x
m

n( ) . ÎÄÇ: ïðè
m

n
f x	 �0 0, ( ) ; ïðè

m

n
f x
 	0 0, ( ) .

6. # $f x( )
0
. ÎÄÇ: âñå x, ïðè êîòîðûõ f x( ) .� 0

7. a x , ãäå a a	 �0 1, . ÎÄÇ: x R� .

8. log a x, ãäå a a	 �0 1, . ÎÄÇ: x 	 0.

9. log ( )( )a x f x . ÎÄÇ:

a x

a x

f x

( ) ,

( ) ,

( ) .

	
�
	

�

�
"

�
"

0

1

0

Âûðàæåíèÿ

Èððàöèîíàëüíûå

f xn ( )2 1� ; f xn ( )2

ñòåïåííûå

# $f x
m

n( )

Ðàöèîíàëüíûå Òðàíñöåíäåíòíûå

Öåëûå — ìíîãî÷ëåíû

n-é ñòåïåíè P xn ( )

Äðîáíûå ðàöèîíàëüíûå
P x

Q x

( )

( )

Ïîêàçàòåëüíûå a
f x( )

Ëîãàðèôìè÷åñêèå

log ( )a f x

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

sin x, cos x, tg x, ctg x

Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå — çàïèñü ñ ïîìîùüþ

ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàêîâ, öèôð, áóêâ, ñêîáîê.

Îáîçíà÷åíèÿ: f(x), a(t) — âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ õ, t.



Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Êàêèå òèïû è âèäû âûðàæåíèé èìåþò ñìûñë íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé?

2. Ïî÷åìó âàæíî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íàõîäèòü ÎÄÇ âõîäÿùèõ â íèõ âûðàæåíèé?

3. Â ÷¸ì çàêëþ÷àåòñÿ îïåðàöèÿ «ðàñêðûòèå ìîäóëÿ»? Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ âûðàæå-

íèÿ.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ, ïðè ðàñêðûòèè êîòîðîãî âûðàæåíèå: à) íå èçìåíèëî áû ñâîåãî

âèäà; á) èçìåíèëîñü áû íà ïðîòèâîïîëîæíîå äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé.
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III. Ìîäóëü ÷èñëà è ìîäóëü âûðàæåíèÿ

Ìîäóëü (÷èñëà, âûðàæåíèÿ) îáîçíà÷àåòñÿ:

� ��4, � �a , � �f x( ) ,� �2 7x � .

Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ.

Ìîäóëåì ÷èñëà (âûðàæåíèÿ) íàçûâàåòñÿ ñàìî ýòî

÷èñëî (âûðàæåíèå), åñëè îíî � 0, èëè ÷èñëî

(âûðàæåíèå), ïðîòèâîïîëîæíîå åìó ñàìîìó, åñëè

îíî < 0.

Îïðåäåëåíèå: � �a a åñëè a

a åñëè a
�

�
� 


�
�
�

, ,

, .

0

0

Ïðèìåðû:

à) | |0 0� ; á) | | ( )� � � � �� � � ;

â) | |x x2 21 1� � � ;

ã) | | ( )� � � � � � � � � � �x x x x x x2 2 22 3 2 3 2 3.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ.

Ïîíÿòèå ìîäóëÿ ÷èñëà � �a ââåäåíî:

1) Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò íóëÿ äî òî÷êè

ñ êîîðäèíàòîé à. Íà ðèñ: � �b b� � , � �c c� , � �� �6 6.

2) Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äëèí âåêòîðîâ è âåêòîðíûõ

âåëè÷èí: � ��m ; FD
%&

&
& &

&
&.

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ

1. � �a � 0; | | | |a a� � .

2. � � � �a a an n n2 2 2� � , à �R.

3. � � � � � �a b ab' � , äëÿ à, b �R.

4.
� �
� �
a

b

a

b
�&
&
& &

&
&, äëÿ b � 0.

5. � � � � � �a b a b� � � .

6. � � � �a b a b� � � .

Ðàñêðûòèå ìîäóëÿ — îïåðàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ

óáðàòü çíàê ìîäóëÿ, çàìåíèâ åãî ïî îïðåäåëåíèþ

ìîäóëÿ ÷èñëîì èëè âûðàæåíèåì.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ

1. Îïðåäåëÿþò ïðîìåæóòêè, íà êàêèõ âûðàæåíèå

ïîä çíàêîì ìîäóëÿ � 0 èëè < 0.

2. Ðàñêðûâàþò ìîäóëü ïî îïðåäåëåíèþ îòäåëüíî

íà êàæäîì ïðîìåæóòêå.

IV. Ìîäóëü âûðàæåíèÿ

Ïðèìåðû çàäà÷. Óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ìîäóëü

1. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå � �( )b b� � �2 42 ïðè b � 2.

Ðåøåíèå. � � � � � �( )b b b b� � � � � � �2 4 2 42 .

Ïðè b � 2 èìååì b � �2 0, ïîýòîìó � �b b b� � � � � �2 2 2( ) .

Ïðè b � 2 ïîëó÷àåì 4 0� 	b , ïîýòîìó � �4 4� � �b b. Ñëåäîâàòåëüíî, � � � �b b b b b� � � � � � � � �2 4 2 4 6 2 .

Îòâåò. 6 2� b.

2. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå � �4 2 3 4� � �b b .

Ðåøåíèå. 1) Åñëè b � 2, òî 4 2 0� �b , ïîýòîìó � �4 2� �b � � � �( )4 2 2 4b b .

Òîãäà � �4 2 3 4� � �b b = 2 4 3 4 5b b b� � � � .

2) Åñëè b
 2, òî 4 2 0� 	b , ïîýòîìó � �4 2� �b 4 2� b.

Òîãäà � �4 2 3 4� � �b b = 4 2 3 4 8� � � � �b b b .

Îòâåò: 5b ïðè b � 2; b + 8 ïðè b
 2.



ÒÊ ¹ 3. Âûðàæåíèÿ. Ìîäóëü âûðàæåíèÿ

Ñîäåðæàíèå

• Ñõåìà âñåõ òèïîâ âûðàæåíèé è èõ îáîçíà÷åíèé, èçó÷àåìûõ â øêîëå.

• Îïðåäåëåíèÿ D(f) è Å(f) è ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ D(f) äëÿ êàæäîãî òèïà âûðàæåíèÿ.

• Òåîðèÿ ìîäóëÿ ÷èñëà è ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ.

• Ïðèìåðû ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå è íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Èñïîëüçîâàíèå

• Ïðè ïðîõîæäåíèè òåì «ÎÄÇ âûðàæåíèÿ f(x), èëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f)».

• Ïðè çíàêîìñòâå ñ óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè áàçîâîãî óðîâíÿ, ñîäåðæàùèìè ìîäóëè.

• Ïðè ñèñòåìàòèçàöèè çíàíèé î ìàòåìàòè÷åñêîì âûðàæåíèè: åãî òèïà, îáùåãî âèäà, ñõåì íàõîæäåíèÿ

ÎÄÇ, ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé.

• Ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè äëÿ ïîâòîðåíèÿ êîíêðåòíûõ âîïðîñîâ òåìû.

Ñîïðîâîæäåíèå

1. Ñõåìó òèïîâ âûðàæåíèé (òàáë. I): ôðîíòàëüíî îáñóæäàåì è âûäåëÿåì èçâåñòíûå òèïû âûðàæåíèé. Ïðè-

âîäèì ïðèìåðû (â ðàáî÷èõ òåòðàäÿõ: òèï, îáùèé âèä, ïðèìåð), ôèêñèðóåì ïîêà íåèçâåñòíûå (òðàíñöåíäåíòíûå)

òèïû âûðàæåíèé, êîòîðûå áóäåì èçó÷àòü ïîçæå.

2. Ïåðåõîäèì íà ðàáîòó ñ ÎÄÇ (òàáë. II). Ðóêîâîäñòâóÿñü ïðàâèëàìè 1–9, íàõîäèì ÎÄÇ êîíêðåòíûõ âûðàæå-

íèé, ñîñòàâëåííûõ ó÷åíèêàìè èëè ïðåäëîæåííûõ ó÷èòåëåì (ïèñüìåííî â òåòðàäÿõ). Ïðåäëàãàåì íà îòìåòêó ñî-

ñòàâèòü è ðåøèòü áîëåå ñëîæíûå çàäàíèÿ íà íàõîæäåíèå ÎÄÇ. Íàïîìèíàåì, ÷òî âûðàæåíèÿ áûâàþò êîìáèíèðî-

âàííûìè (ñìåøàííûõ òèïîâ). Ïðè íàõîæäåíèè ÎÄÇ êîìáèíèðîâàííûõ âûðàæåíèé ó÷èòûâàåì ïîðÿäîê äåéñòâèé.

3. Ïîâòîðÿåì òåîðèþ ìîäóëÿ (òàáë. III) è ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ (òàáë. IV). Çàïîëíÿåì ïðî-

ïóñêè â êîíñïåêòå, ïðèâîäèì ñâîè ïðèìåðû âûðàæåíèé ñ ìîäóëåì â òåòðàäè. Òðåíèðóåìñÿ â ðàñêðûòèè ìîäóëÿ.

Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïîä çíàêîì ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ: êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí, äðîáíîå ðàöèîíàëü-

íîå âûðàæåíèå è ò.ä.

4. Åñëè âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ ïðè ðàáîòå ñ ìîäóëÿìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîÿñíåíèå: ìîäóëü — ñïåöè-

ôè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Íèêàêèìè äåéñòâèÿìè íåëüçÿ ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå, ïîêà åñòü ìî-

äóëü. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì ðåøèòü óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî è ò.ä., íóæíî ñîâåðøèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ îïåðà-

öèþ — ðàñêðûòü ìîäóëü: ýòî çíà÷èò — óáðàòü ìîäóëü ïî åãî îïðåäåëåíèþ. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ðàñêðûòèè

ìîäóëÿ â òîì, ÷òî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé ìîäóëü ìîæåò ðàñêðûâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ïîýòîìó ïðèõî-

äèòñÿ âûäåëèòü òå ïðîìåæóòêè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, â êîòîðûõ ìîäóëü ðàñêðûâàåòñÿ îäèíàêîâî. Ïðèìåíÿåì

ìåòîä ïðîìåæóòêîâ äëÿ ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ ìîäóëÿìè èùåì êîðíè íà êàæ-

äîì ïðîìåæóòêå çíàêîïîñòîÿíñòâà ïîäìîäóäüíûõ âûðàæåíèé. Â îòâåò çàïèñûâàåì ñîâîêóïíîñòü íàéäåííûõ

êîðíåé.

5. Îòâå÷àåì íà âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ.

Îòâåòû íà âîïðîñû

1. Êàêèå òèïû âûðàæåíèé èìåþò ñìûñë íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé?

Âñå öåëûå âûðàæåíèÿ: ìíîãî÷ëåíû è êîðåíü íå÷¸òíîé ñòåïåíè èç öåëîãî âûðàæåíèÿ èìåþò ÎÄÇ — ëþáîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàïðèìåð: 2 7 82x x� � ; � � �x x35 2 11.

2. Ïî÷åìó âàæíî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íàõîäèòü ÎÄÇ âõîäÿùèõ â íèõ âûðàæåíèé?

Óðàâíåíèå è íåðàâåíñòâî ñîñòàâëÿþò èç âûðàæåíèé. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî), ÷àñòî ïðåîáðàçîâû-

âàåì èõ òàê, ÷òî èçìåíÿåòñÿ èõ òèï. Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîñòîðîííèì êîðíÿì. Íàïðèìåð,

ïðè ïîòåíöèðîâàíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ log7(x
2 – 6) = log7x ïîëó÷àåì öåëîå óðàâíåíèå õ2 – 6 = õ, åãî

êîðíè õ = –2; õ = 3. Íî –2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê –2 ( ÎÄÇ: õ > 6. Ïîýòîìó ÎÄÇ âû-

ðàæåíèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî, «çàùèùàåò» îò ïîñòîðîííèõ ðåøåíèé.

3. Â ÷¸ì çàêëþ÷àåòñÿ îïåðàöèÿ «ðàñêðûòèå ìîäóëÿ»? Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ âûðàæå-

íèÿ.

Îïåðàöèÿ «ðàñêðûòü ìîäóëü» — îçíà÷àåò «óáðàòü çíàê ìîäóëÿ» ïî ïðàâèëó. Àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ

âûãëÿäèò òàê: 1) êàæäîå âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ è íàõîäèì êîðíè ïîëó÷åííûõ

óðàâíåíèé. Íàíîñèì âñå êîðíè íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è ðàçáèâàåì å¸ íà ïðîìåæóòêè; 2) íà êàæäîì ïðîìåæóòêå

ðàñêðûâàåì ìîäóëè â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé è óïðîùàåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ.

Â îòâåòå ïîñëåäîâàòåëüíî óêàçûâàåì âñå ïðîìåæóòêè ñ ïîëó÷åííûìè íà íèõ âûðàæåíèÿìè.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ, ïðè ðàñêðûòèè êîòîðîãî âûðàæåíèå: à) íå èçìåíèëî áû ñâîåãî

âèäà; á) èçìåíèëîñü áû íà ïðîòèâîïîëîæíîå äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé.
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à)� �x x x x2 26 9 6 9� � � � � , ò.ê. âûðàæåíèå x x2 6 9 0� � � ïðè ëþáîì x R� .

á)� �� � � � � �x x x x2 25 7 5 7, ò.ê. âûðàæåíèå � � � 
x x2 5 7 0 ïðè ëþáîì x R� .

Çàäàíèÿ

1. Íàéäèòå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèé.

à) 2 6 7 7x x� ' � ; á) ( )( )2 6 7 7x x� � ; â) 4 6 7 2x x� ' � ; ã) ( )( )4 6 7 2x x� � ;

ä) x x2 5 4� � ; å) x x4 25 4� � ; æ) x x x3 25 4� � ; ç) x x35 5 4� � .

2. Ðàñêðîéòå ìîäóëè â âûðàæåíèÿõ.

à) � � � �x x� � �2 2 3; á) � � � �5 2 3 2x x� � � ; â) � �x x2 2 3� � ; ã) � � � �x x x2 2 3 2 3� � � � .

3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ.

à) x � 2; á) x x2 2 3� � ; â) x x2 2 3� � ; ã) x 3 2� .

4. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ.

à) x � 2; á) x � 2; â) x � �2 3; ã) 3 2� �x ; ä) x x2 2 3� � .

5. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ.

à) � �x � 2; á) � �x � �2 5; â) � �� � � �2 3 5x ; ã) � �2 2 32' � �x x .

6. Íàéäèòå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèé.

à)
2 1

10 24

x

x

�

�
; á)

10 2

2 1

4 x

x

�
�

; â)
2 10

10 2

x

x

�
�

; ã)
21 2

11 1024

�

� �

x

x x
; ä) ( )225 4 12 2� ' �x x .

Ðåøåíèÿ.

2(ã). 1) x x2 2 3 0� � � ; x x� � �3 1; . x � �3 0; x � 3.

2(ã). 2) Åñëè x � �� �( ; ]1 , òî � �x x x x2 22 3 2 3� � � � � ; � �x x� � � �3 3( ).

2(ã). Òîãäà � � � �x x x x x x x2 2 22 3 2 3 2 3 2 6 9� � � � � � � � � � � .

2(ã). Åñëè x � �( ; )1 3 , òî � �x x x x2 22 3 2 3� � � � � �( ); � �x x� � � �3 3( ).

2(ã). Òîãäà � � � �x x x x x x x x2 2 22 3 2 3 2 3 2 6 4 3� � � � � � � � � � � � � � .

2(ã). Åñëè x � ��[ ; )3 , òî � �x x x x2 22 3 2 3� � � � � ; � �x x� � �3 3.

2(ã). Òîãäà � � � �x x x x x x x x2 2 22 3 2 3 2 3 2 6 4 3� � � � � � � � � � � � .

6(ä). ÎÄÇ âûðàæåíèÿ ( )225 12 2� ' �x x ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
x

x

2

2

1 0

225 4 0

� �

� �

�
�
�

,

.

2(ã).
x

x

2

2

1 0

225 4 0

� �

� �

�
�
�

�
, x x

x

� � �
� � �

�
�
�

�
1 1

7 5 7 5

; ,

, ,

� � � �
� �

�

�
 

7 5 1

1 7 5

, ,

, .

x

x
Îòâåò. [ , ; ] [ ; , ].� � �7 5 1 1 7 5

Îòâåòû:

1. à) [ ; )3 �� ; á) ( ; ] [ ; )�� � � ��1 3 ; â) [ , ; , ]�15 3 5 ; ã) [ , ; , ]�15 3 5 ; ä) ( ; ] [ ; )�� � ��1 4 ;

1. å) ( ; ] [ ; ] [ ; )�� � � � � ��2 1 1 2 ; æ) [ ; ] [ ; )0 1 4� �� ; ç) ( ; )�� �� .

2. à) ïðè x � �� �( ; , ]:15 � �3 1x ; ïðè x � �( , ; ]:15 2 x �1; ïðè x � ��( ; ):2 3 1x � .

2. á) ïðè x � ��( ; , ]:15 � �3 7x ; ïðè x �( , ; ]:15 2 � �7 13x ; ïðè x � ��( ; ):2 3 7x � .

2. â) ïðè x � �� � � ��( ; ] ( ; ):1 3 x x2 2 3� � ; ïðè x � �( ; ]:1 3 � � �x x2 2 3.

3. à) ( ; )�� �� ; á) [ ; )� ��4 ; â) [ ; )2 �� ; ã) ( ; )�� �� .

4. à) [ ; )0 �� ; á) � ��[ ; )2 ; â) [ ; )� ��3 ; ã) ( ; ]�� 3 ; ä) [ ; )2 �� .

5. à) [ ; )0 �� ; á) [ ; )� ��5 ; â) ( ; ]�� 5 ; ã) [ ; )4 �� .

6. à) ( , ; )� ��0 2 ; á) [ , ; , ) ( , ; )� � ��0 2 0 5 0 5 ; â) ( ; , ) [ , ; )�� � � ��0 2 0 5 ; ã) ( ; ) ( ; , ]�� �1 10 10 5 .
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