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Ïðåäèñëîâèå

Àâòîðñêèå òåîðåòè÷åñêèå êîíñïåêòû (ÒÊ) ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòàðøåé ïðîôèëüíîé øêîëû (êíèãè äëÿ ó÷è-

òåëÿ) ïðåäñòàâëåíû â 2-õ ÷àñòÿõ.

Òåìàòèêà 1-é ÷àñòè:

• ìíîæåñòâà,

• âûðàæåíèÿ,

• ôóíêöèè è ãðàôèêè,

• óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà,

• îñíîâû òðèãîíîìåòðèè,

• çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè.

Òåìàòèêà 2-é ÷àñòè:

• ïðîèçâîäíàÿ è å¸ ïðèìåíåíèå,

• ïåðâîîáðàçíàÿ è èíòåãðàë,

• ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ,

• ðàöèîíàëèçàöèÿ íåðàâåíñòâ,

• äåëèìîñòü,

• ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,

• îñíîâû êîìáèíàòîðèêè,

• òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåòè÷åñêèå êîíñïåêòû äëÿ ó÷åíèêà ïðåäñòàâëåíû â òðåòüåé êíèãå ñ òîé æå òåìàòèêîé.

Êíèãà äëÿ ó÷åíèêà — îáó÷àþùåå èçäàíèå. Â òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòàõ äëÿ ó÷åíèêà åñòü ïðîïóñêè â îïðå-

äåëåíèÿõ, àëãîðèòìàõ, ðåøåíèÿõ è âûâîäàõ. Èìåííî èõ çàïîëíåíèå áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìûñëèòåëü-

íîé äåÿòåëüíîñòè. Ó÷åíèê ñàìîñòîÿòåëüíî îòêðûâàåò íîâîå çíàíèå: ôîðìóëèðóåò îïðåäåëåíèÿ è àëãîðèòìû,

ïðèâîäèò ïðèìåðû, ïîäêðåïëÿþùèå òåîðèþ, ïðèõîäèò ê âûâîäàì. Â òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòàõ äëÿ ó÷èòåëÿ âñå

ýòè ïðîïóñêè çàïîëíåíû.

Ïîÿâëåíèþ òåîðåòè÷åñêèõ êîíñïåêòîâ ïðåäøåñòâîâàëà ìíîãîëåòíÿÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðàêòèêà. Òåîðåòè÷å-

ñêèå êîíñïåêòû ñîçäàíû íà îñíîâå ïðèíöèïîâ ñèñòåìíîñòè è ïðååìñòâåííîñòè. Òàê îáåñïå÷èâàåòñÿ îáùèé ïîä-

õîä ê îáðàáîòêå ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Êàæäûé ÒÊ ïðåäñòàâëåí íà îäíîì ðàçâîðîòå, ÷òî äàåò öå-

ëîñòíîå âîñïðèÿòèå òåìû. Ìàòåðèàë îòëè÷àåòñÿ ïîëíîòîé ñîäåðæàíèÿ è êðàòêîñòüþ ôîðìû, åäèíèöû çíàíèé

âçàèìîñâÿçàíû, âçàèìîäîïîëíÿåìû. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû ïîäêðåïëÿþò òåîðåòè÷åñêèå

ïîëîæåíèÿ; ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäòâåðæäàþò ñïðàâåäëèâîñòü àëãîðèòìîâ. Âàæíà ðîëü ÒÊ â ñèñòåìàòèçàöèè

è îáîáùåíèè çíàíèé.

Öåëü ÒÊ — äàòü ó÷åíèêàì åäèíèöû çíàíèé òàê, ÷òîáû îíè âñòðàèâàëèñü â îáùóþ ñèñòåìó. Ýòî ïîçâîëÿåò

èñêëþ÷èòü èëè ñîêðàòèòü ôðàãìåíòàðíîñòü óñâîåíèÿ òåìû. Îáó÷åíèå ñ ïîìîùüþ ÒÊ ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâà-

íèþ ó ó÷åíèêîâ óìåíèé ñàìèì äîáûâàòü çíàíèÿ, êëàññèôèöèðîâàòü ïî êîíêðåòíûì îñíîâàíèÿì è ñòðóêòóðèðî-

âàòü èõ. ÒÊ ó÷àò ðàçðåøàòü âàæíûå ó÷åáíûå âîïðîñû: êàê ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ è ðàáîòàòü ñ òåîðèåé, êàê

àíàëèçèðîâàòü çàäà÷ó è ñîîòíîñèòü êîíêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò (óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî è ò.ä.) ñ êàíî-

íè÷åñêèì âèäîì, êàê âûñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ðåàëèçîâàòü åãî è ò.ä. Òàê ó÷åíèê «ó÷èòñÿ ó÷èòüñÿ».

Òàêàÿ ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåò îñîáóþ îðãàíèçàöèþ óìñòâåííîé ðàáîòû, ñîçäàåò áàçó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óíè-

âåðñàëüíûõ ó÷åáíûõ äåéñòâèé. Ïðèìåíåíèå ÒÊ íàïðàâëåíî íà ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ñîáèðàòü ôàêòû — â óðî-

êè, óðîêè — â òåìû, òåìû — â ðàçäåëû, ðàçäåëû — â ñèñòåìíûå ïðåäìåòíûå çíàíèÿ: îíè ïîçâîëÿò âûéòè çà êðóã

îäíîãî ïðåäìåòà, ïîìîãóò â óñâîåíèè ñìåæíûõ äèñöèïëèí. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î êóëüòóðå ìûøëå-

íèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, î âîçìîæíîñòè âûðàñòèòü ñîâðåìåííûõ èíæåíåðîâ è èññëåäîâàòåëåé.

Èñïîëüçîâàíèå ÒÊ ïîêàçàëî, ÷òî èõ ïðèìåíåíèå îïòèìèçèðóåò ïðîöåññ óñâîåíèÿ çíàíèé.

ÒÊ îðãàíè÷íî âñòðàèâàåòñÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ó÷åáíèêà. Èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü

ôðàãìåíòàðíî (â ëþáîì îáú¸ìå) èëè ïîëíîñòüþ.
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 23. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðåäåë ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ïðàâèëà:

• Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

• Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå è ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

• Ëåâîñòîðîííèé è ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåëû ôóíêöèè.

• Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå è íà ïðîìåæóòêå.

• Ïåðâûé è âòîðîé çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
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I. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè II. Ïðåäåë ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

à) a nn � �3 ; á) bn n
�

1

2
; â) c nn � 3, ãäå n N� .

Âûïèøåì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

à) � � � � �3 6 9 300 000 300 003; ; ; ...; ; ; ... .

á)
1

2

1

4

1

8

1

1024

1

2048
; ; ; ...; ; ; ... .

â) 1 8 27 64 1000 000 000; ; ; ; ...; ; ... .

×åì áîëüøå íîìåð ï, òåì ìåíüøå an; òåì áîëüøå

cn. À bn ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ï, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

(n � �), an è cn ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

(an � ��; cn � 	�), à bn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

(bn �0).

Íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè çàïèñûâàþò â âèäå íîâîé

îïåðàöèè, íàçûâàåìîé ïðåäåëîì:

lim( )
n

n
��

� � ��3 ; lim
n n��

�
1

2
0; lim

n
n

��
� 	�3 .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè: à) ó õ� �3 ; á) ó
x

x
�

�2 1
.

Íàéä¸ì ïðåäåëû ôóíêöèé ïðè õ � 
�:

à) lim ( )
õ

õ
�	�

� � ��3 ; lim ( )
õ

x
���

� � 	�3 .

á) lim
õ

x

x�	�

�
�

2 1
2; lim

õ

x

x���

�
�

2 1
2.

Ïðåäåëû ôóíêöèé íàõîäÿò ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà

ê êîíêðåòíîìó ÷èñëó, íàïðèìåð:

à) � �lim
õ

õ
�

� � �
2

3 6; á) lim
õ

x

õ� 	

�
� ��

0 0

2 1
; â) lim

õ

x

õ� �

�
� 	�

0 0

2 1
.

Â ïðèìåðàõ á)–â) ïðåäåëû íå ñîâïàäàþò è ðàâíû 
�.

Òîãäà ãîâîðÿò îá îäíîñòîðîííåì ïðåäåëå.

lim ( )
õ a

f x
� 	0

— ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë (õ ñòðåìèòñÿ

ê ÷èñëó à ñïðàâà, õ > à).

lim ( )
õ a

f x
� �0

— ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë (õ ñòðåìèòñÿ

ê ÷èñëó à ñëåâà, õ < à).

III. Îïðåäåëåíèÿ

×èñëî À íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õn: lim
n

ïõ À
��

� , åñëè äëÿ ëþáîãî


 � 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N 
 , ÷òî äëÿ âñåõ n N� 
 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � �x An � � 
.

Òî åñòü, íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà N 
 , ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü áëèçêè

ê ïðåäåëó À è îòëè÷àþòñÿ îò À íà î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó 
. Ïðèìåð: lim
n n��

�
1

2
0

×èñëî À íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f x( ) íà áåñêîíå÷íîñòè (õ � 
�): lim ( )
x

f x À
�
�

� , åñëè äëÿ

ëþáîãî 
 � 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M ( )
 , ÷òî äëÿ âñåõ x M� ( )
 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� �� �f x A� � 
.

Ïðèìåð: y = arctgx; lim ( )
x

x
�
�

� 
arctg
�
2

.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè f x( ) èìååò ïðåäåë ïðè õ � 
�, òî ãðàôèê ôóíêöèè f x( ) èìååò

ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó y = À. Ãðàôèê ôóíêöèè ó x� arctg èìååò àñèìïòîòû y � 

�
2

.

×èñëî À íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x0: lim ( )
x x

f x À
�

�
0

, åñëè äëÿ ëþáîãî 
 � 0

ñóùåñòâóåò ÷èñëî � � 0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ � �x õ� �0 � âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî � �f x A( ) � � 
.

Òî åñòü, ïðè àðãóìåíòàõ õ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê x0, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f x( ) îòëè÷àþòñÿ îò À íà

ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó 
. Ïðèìåð: lim( )
x

x x
�

� 	 � �
2

2 4 3 1.

Ï
ð

åä
åë

ï
î

ñë
åä

î
â

à
-

ò
åë

ü
í

î
ñò

è

Ï
ð

åä
åë

ô
ó

í
ê

ö
è

è

í
à

á
åñ

ê
î

í
å÷

í
î

ñò
è

Ï
ð

åä
åë

ô
ó

í
ê

ö
è

è

â
ò
î

÷
ê

å



Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Êàêèå èç áàçîâûõ ôóíêöèé (èç ÒÊ ¹ 15) èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè? Èìåþò ëè ãðàôèêè

ýòèõ ôóíêöèé ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ó = a?

2. Óêàæèòå áàçîâûå ôóíêöèè (èç ÒÊ ¹ 15), ãðàôèêè êîòîðûõ èìåþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû õ = ñ. Êàê ýòî

ñâÿçàíî ñ ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè õ � ñ?

3. Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè øêîëüíîãî êóðñà, ïðåòåðïåâàþùèå ðàçðûâ.
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IV. Ïðèìåðû

Áàçîâûå ôóíêöèè Èëëþñòðàöèè Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ

1. f x
x

( ) � 1
, D f( ) ( ; ) ( ; )� �� � ��0 0 .

2. ó
õ

� 1

2
, D f( ) ( ; )� �� �� .

3. ó x� ln , D f( ) ( ; )� ��0 .

4. ó x� arctg , D f( ) ( ; )� �� �� .

1. lim
,x

x
x�




� ��
0

0

1
; lim

,x
x

x�
�

� ��
0

0

1
; lim

x x�
�

2

1 1

2
.

2. lim
x x���

�1

2
0; lim

x x���
� ��1

2
.

3. lim ln
x

x
���

� ��; limln
,x

x

x
�



� ��
0

0

.

4. lim
x

x
���

�arctg
�
2

; lim
x

x
���

� �arctg
�
2

.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ îáðàùàéòå âíèìàíèå íà ãðàôè÷åñêèå îáðàçû ôóíêöèé

V. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ó f x� ( ) íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

( õ D f0 � ( )), åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x0

ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ó f x� ( ) íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, åñëè îíà

îïðåäåëåíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå è íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà.

Âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè èç øêîëüíîãî êóðñà

ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà ñâîåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

VI. Ïðèìåðû ôóíêöèé, ïðåòåðïåâàþùèõ ðàçðûâ

Ñõåìû ãðàôèêîâ ôóíêöèé
Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

Ñëîâåñíîå îáúÿñíåíèå ðàçðûâà

ôóíêöèè

1. lim ( ) ( )
x

f x f
�

�
2

2 .

2. lim ( ) lim ( )
x
õ

x
x

f x f x
�



�
�

�
2

2
2

2

Çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x0 2�
íå ðàâíî ïðåäåëó ôóíêöèè ïðè

õ �2.

Ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå x0 2�
(ïðàâîñòîðîííèé è

ëåâîñòîðîííèé) íå ðàâíû.

VII. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

I-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
sin

x

x

x�
�

0
1.

Ïðåäåë, ðàâíûé åäèíèöå ïðè õ �0, óêàçûâàåò íà òî,

÷òî âáëèçè íóëÿ ãðàôèêè ó = õ è y = sinx ïðàêòè÷å-

ñêè ñîâïàäàþò.

II-é çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x

x

x
e

��
��

�
�

�
�
� �1

1
èëè 
 �lim

x

xx e
� �

� �
0

1

1 .

e � 2 71828, — îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.



ÒÊ ¹ 23. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ôóíêöèè.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Ñîäåðæàíèå

• Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

• Ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè è ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå.

• Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

• Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

Èñïîëüçîâàíèå

• Ïðè èçó÷åíèè òåìû «Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåë ôóíêöèè».

Ñîïðîâîæäåíèå

Òåìà «Ïðåäåëû» ïðåäøåñòâóåò èçó÷åíèþ òåìû «Ïðîèçâîäíàÿ». Ïðîõîæäåíèå òåìû ïîçâîëÿåò óñâîèòü ïî-

íÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ìîæíî íàçâàòü îñîáîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé îïåðàöèåé, â êîòîðîé çàëîæåí ôèëîñîôñêèé ñìûñë, äåéñòâóåò çàêîí äèàëåêòèêè «ïåðåõîä êîëè÷åñòâà â

êà÷åñòâî». Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, î êîòîðûõ ïîëåçíî íàïîìèíàòü

ó÷àùèìñÿ:

• Ïðåäåë ïåðèìåòðà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî èëè îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè, ïðè

÷èñëå ñòîðîí, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ðàâåí äëèíå îêðóæíîñòè.

• Ïðåäåë òàíãåíñà óãëà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê 90°, ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

• Ïðåäåë áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ïðèçìû (ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû) ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäâîå-

íèè ÷èñëà ñòîðîí îñíîâàíèÿ ðàâåí öèëèíäðè÷åñêîé (êîíè÷åñêîé) ïîâåðõíîñòè.

• Òðàïåöèÿ ïðè óñëîâèè ñòðåìëåíèè ê íóëþ îäíîãî èç îñíîâàíèé âûðîæäàåòñÿ â òðåóãîëüíèê, à ïðåäåë

äëèíû ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè ïðè ýòîì æå óñëîâèè ðàâåí äëèíå ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà.

• Òåîðåìà êîñèíóñîâ ïðè óñëîâèè ñòðåìëåíèÿ óãëà ê 90° âûðîæäàåòñÿ â òåîðåìó Ïèôàãîðà.

• Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè | |q � 1, â ïðåäåëå ïðè ÷èñëå åå ÷ëåíîâ, ñòðåìÿ-

ùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíà ñóììå áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ò.ä.

Îñîçíàíèå îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé è ôîðìèðî-

âàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, ïîíèìàíèþ öåëîñòíîñòè è íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ.

Ïðè èçó÷åíèè äàííîé òåìû â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè ïîëåçíî íå ñòîëüêî çàíèìàòüñÿ ïðàêòèêîé

ïî íàõîæäåíèþ ïðåäåëîâ, ñêîëüêî ðàññóæäàòü, îáúÿñíÿòü íà ïðèìåðàõ ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, èñïîëüçóÿ âàæ-

íåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû è òåîðåìû; ïîêàçûâàòü íà ãðàôèêàõ áàçîâûõ ôóíêöèé ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû,

àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà àñèìïòîòàõ ýòèõ ãðàôèêîâ.

Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Êàêèå èç áàçîâûõ ôóíêöèé (èç ÒÊ ¹ 15) èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè. Èìåþò ëè ãðàôèêè

ýòèõ ôóíêöèé ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ó = a?

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: lim ( )
x

p
x

�	�
� 0, ãäå ð — öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íàïðèìåð, lim ( )

x
x

�	�

� �2 0, à òàêæå

lim ( )
x

p
x

���
� 0, ãäå ð — äðîáíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ: lim ( )
x

xa
���

� 0, ãäå 0 < a < 1, èëè lim ( )
x

xa
���

� 0, ãäå a > 1.

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: lim ( )
x

x
�	�

� 	arctg
�
2

, lim ( )
x

x
���

�arcctg 0, lim ( )
x

x
���

�arcctg �.

Ãðàôèêè âñåõ ýòèõ ôóíêöèé èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû: ó=0, y � 	 �
2

, y � �.

2. Óêàæèòå áàçîâûå ôóíêöèè (èç ÒÊ ¹ 15), ãðàôèêè êîòîðûõ èìåþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû õ = ñ. Êàê ýòî

ñâÿçàíî ñ ïðåäåëîì ôóíêöèè ïðè õ � ñ?

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ: ãðàôèêè âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ â âîïðîñå 1 ôóíêöèé èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòî-

òó õ = 0. Ïðåäåëû ýòèõ ôóíêöèé ïðè õ �0 ðàâíû 	�.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: lim(log )
x

a x
�

� 	�
0

â çàâèñèìîñòè îò à; ãðàôèê èìååò àñèìïòîòó õ = 0.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: lim ( )
x n

x
� �

� 	�
�

�
2

tg , ãðàôèê èìååò àñèìïòîòû õ n� �� �
2

; lim( )
x n

x
�

� 	�
�

ctg , ãðà-

ôèê èìååò àñèìïòîòû õ n� � , ãäå n — öåëîå ÷èñëî.

3. Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè øêîëüíîãî êóðñà, ïðåòåðïåâàþùèå ðàçðûâ.

Ñòåïåííûå ôóíêöèè ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: ó = tg x,

y = ctg x.
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Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ îñíîâàíî íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èíàõ.

1. Òàáëèöà ïðåäåëîâ.

lim
n ï��

�1
0; lim

n k

c

ï��
� 0; � �lim ,

n

nq q
��

� �0 1åñëè .

2. Ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ (ñâîéñòâà ïðåäåëîâ).

Åñëè lim , lim
n

n
n

nx a y b
�� ��

� � , òî:

lim
n

c c
��

� ; lim( )
n

nk x k a
��

� � � lim( )
n

n nx y a b
��

� � � ; lim( )
n

n nx y a b
��

� � � ; lim
n

n

n

x

y

a

b��

�

�
��

�

�
�� � , ãäå b � 0.

3. Îñíîâíîé ïðè¸ì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ äðîáåé � èñïîëüçîâàíèå îñíîâíîãî ñâîéñòâà äðîáè.

b

c

ab

ac
� ;

b

c

b

a
c

a

� , ãäå a � 0. Ïðèìåð: lim
õ

õ õ õ

õ õ���

� �
� �

�8 6

4 4 7

3 2

3 2
lim
õ

x x x

x

x x

x

���

� �

� �
�

8 6

4 4 7

3 2

3

3 2

3

lim
õ

x x

x x

���

� �

� �
� �

8
6 1

4
4 7

8

4
2

2

3

.

Çàäàíèÿ

Ïî ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) íàéäèòå ïðåäåëû. Ïóíêòèðíûìè ïðÿìûìè èçîáðàæåíû àñèìïòîòû.

Ðèñ. 1: à) lim ( )
õ

f x
���

; á) lim ( )
õ

f x
���

; â) lim ( )
õ

f x
�3

; ã) lim ( )
õ

f x
��8

; ä) lim ( )
õ

f x
��3

.

Ðèñ. 2: à) lim ( )
õ

f x
�� �2 0

; á) lim ( )
õ

f x
�� �2 0

; â) lim ( )
x

f x
��4

; ã) lim ( )
õ

f x
��3

; ä) lim ( )
õ

f x
���

.

Ðèñ. 3: à) lim ( )
õ

f x
���

; á) lim ( )
õ

f x
���

; â) lim ( )
õ

f x
�3

; ã) lim ( )
x

f x
� �1 0

; ä) lim ( )
õ

f x
� �1 0

.

2. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè.

à) lim ( )
õ

õ õ õ
���

� � �3 119 3 63 2 ; á) lim
õ

õ õ

õ���

� � �
�

5 36 6

7 4

2

3
; â) lim

õ

õ õ õ

õ���

� � �
�

5 6

2 43

4 2

4
; ã) lim ( )

õ
õ õ

���
� � �4 219 3 ;

ä) lim
õ

õ õ

õ õ���

� �
�

3 2

2 3

6 11

7 4
; å) lim

õ

õ õ

õ õ���

� �
� �

6 17

2 4 1

4 3

4 2
.

3. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû â òî÷êå.

à) lim( )
õ

õ õ
�

� � �
1

4 29 3 ; á) lim
õ

õ õ

õ õ��

� �
�1

3 2

2 3

6 11

7 4
; â) lim

õ

õ õ

õ õ�

� �
� �0

2

4 2

6 17

2 4 1
; ã) lim

õ

õ õ x

õ�

� �
0

3 26 7

5
; ä) lim

õ

õ õ x

õ� �

� �
0

3 2

2
0

6 5

7
;

å) lim
õ

õ õ

õ�

�
�6

3 36

6
; æ) lim

õ

õ

x�

�

�9

9

3
; ç) lim

õ

õ

õ� � �2 0 2
; è) lim

õ

õ

õ� � �2 0 2
.

Îòâåòû

1. Ðèñ. 1: à) ��; á) –2; â) –1; ã) –2; ä) 2. Ðèñ. 2: à) ��; á) ��; â) 3; ã) –1; ä) 3. Ðèñ. 3: à) –3; á) 0; â) 1; ã) ��;

ä) ��. 2. à) ��; á) 0; â) –2,5; ã) ��; ä) –0,25; å) 3. 3. à) –7; á) � 6

11
; â) 17; ã) –1,4; ä) ��; å) 72; æ) 6; ç) ��; è) ��.
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 24. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé. Ãåîìåòðè÷åñêèé

è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ïðàâèëà:

• Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà è ïðèðàùåíèå ôóíêöèè,

• Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè.

• Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü, ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

• Ñåêóùàÿ è êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ0.

• Òàíãåíñ óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Îõ, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèç-

âîäíîé.

8

I. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

1. Î ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òåëà.

Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó

S t t( ) � �2 12

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü çà âðåìÿ îò t1 2� äî t2 5� :

V
S t t S t

t
ñð �

� �( ) ( )�
�

;V
S S

ñð �
�
�

( ) ( )5 2

5 2
.

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t:

V
S t t S t

t
ìãí

t
� � �

�
lim

( ) ( )

�

�
�0

.

2. Îá óãëîâîì êîýôôèöèåíòå ( )tg�
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f x( )

�x — ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà,

� f (èëè � y) — ïðèðàùåíèå ôóíêöèè y f x� ( ).

� �f f x x f x� � �( ) ( )

1) Èç �ÀÂÑ: tg� � �
�

f

x
, ãäå � — óãîë ìåæäó ñåêóùåé è

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ Îõ.

2) tg� � � �
�

lim
( ) ( )

�

�
�x

f x x f x

x0
, ãäå � — óãîë ìåæäó êà-

ñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ Îõ.

3. Î ñêîðîñòè ðîñòà è ïàäåíèÿ êàïèòàëà 1) Â ìîìåíò âðåìåíè t1: êàñàòåëüíàÿ 1 îáðàçóåò

ñ îñüþ Îõ îñòðûé óãîë, òàíãåíñ óãëà ïîëîæèòåëåí —

âåëè÷èíà (ñêîðîñòü) èçìåíåíèÿ êàïèòàëà

ïîëîæèòåëüíà, êàïèòàë  ðàñò¸ò.

2) Â ìîìåíò âðåìåíè t2: êàñàòåëüíàÿ 2 ïàðàëëåëüíà

îñè Îõ, óãîë è òàíãåíñ óãëà ðàâíû íóëþ — âåëè÷èíà

(ñêîðîñòü) èçìåíåíèÿ êàïèòàëà ðàâíà íóëþ, êàïèòàë íå

èçìåíÿåòñÿ (ñòàáèëåí).

3) Â ìîìåíò âðåìåíè t3: êàñàòåëüíàÿ 3 îáðàçóåò

ñ îñüþ Îõ òóïîé óãîë, òàíãåíñ óãëà îòðèöàòåëåí —

âåëè÷èíà (ñêîðîñòü) èçìåíåíèÿ êàïèòàëà

îòðèöàòåëüíà, êàïèòàë � ïàäàåò.

Âûâîäû

Çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t — ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (çàêîíà äâèæåíèÿ)

â ìîìåíò t.

Çíà÷åíèå òàíãåíñà óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ è ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóîñüþ Îõ — ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå õ.

ñå
êóùàÿ

êàñàòåëüíàÿ

y f x= ( )



Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Â ÷åì îòëè÷èå ìåæäó ñåêóùåé è êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè? Îáúÿñíèòå ñëîâîñî÷åòàíèå «êàñàòåëü-

íàÿ êàê ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé».

2. Êàêóþ èíôîðìàöèþ î ðåàëüíîì ïðîöåññå, îïèñûâàåìîì ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé, äà¸ò çíàíèå î ïðîèç-

âîäíîé ýòîé ôóíêöèè â êîíêðåòíîé òî÷êå?

3. Óêàæèòå ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà

ãðàôè÷åñêè.
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II. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

Ïðåäåë (÷èñëî) îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè �f

ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà �x, êîãäà ïðèðàùåíèå �x

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f (x) â òî÷êå õ.

f x
f x x f x

xx
! � � �

�
( ) lim

( ) ( )

�

�
�0

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà, òî ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

III. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäíîé

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò

âðåìåíè t

Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà

êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó

ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â çàäàííîé

òî÷êå õ

Äàíî: S t t( ) � �2 12 , t = 2.

1) S t t( )� �� 2 12( )t t� �� =

= 2 4 2 12 2t t t t� � � �� �( ) .

2) � �S S t t S t� � � �( ) ( )

=2 4 2 1 2 12 2 2t t t t t� � � � �� �( ) ( ) =

= 4 2 4 22t t t t t t� � � �� � � �( ) ( ).

3)V
t t t

t
ìãí

t
� �

�
lim

( )

�

� �
�0

4 2
,

V t t tìãí
t

� � �
�

lim( )
�

�
0

4 2 4 .

4)Vìãí ( )2 4 2 8� � � .

Îòâåò: 8.

Äàíî: f x x( ) � 2, õ = 3.

1) f x x( )� �� ( )x x� � 2 =

= x x x x2 22� � �� �( ) .

2) � �f f x x f x� � � �( ) ( )

= x x x x x2 2 22� � � �� �( ) =

= 2 22x x x x x x� � � �� � � �( ) ( ).

3) tg� � �
�

lim
( )

�

� �
�x

x x x

x0

2
,

tg� � � �
�

lim( )
�

�
x

x x x
0

2 2 .

4) tg� "�( .� � �2 3 6

Îòâåò: 6.

Äàíî: f x x( ) � 3, õ = –2.

1) f x x( )� �� ( )x x� � 3=

= x x x x x x3 2 2 33 3� � � �� � �( ) .

2) � �f f x x f x� � � �( ) ( )

= x x x x x x x3 2 2 3 33 3� � � � �� � �( ) ( ) =

= 3 32 2 3x x x x x� � �� � �( ) ( ) =

= � � �x x x x x( )3 32 2� � .

3) !f x( ) = lim
�x�0

� � �
�

x x x x x

x

( ( ) )3 32 2� �
,

!f x( ) = lim
�x�0

( ( ) )3 3 32 2 2x x x x x� � �� � .

4) f x! � � � �( ) ( ) .3 2 122

Îòâåò: 12.

IV. Ôèçè÷åñêèé (ìåõàíè÷åñêèé) è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî, è ïóòü,

ïðîéäåííûé òåëîì, åñòü ôóíêöèÿ îò âðåìåíè t, òî

åñòü S f t� ( ), òî åãî ñêîðîñòüV t( ) â ìîìåíò t

÷èñëåííî ðàâíà çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ïóòè ïî

âðåìåíè, òî åñòüV t f t( ) ( )� ! . Ýòó ñêîðîñòü íàçûâàþò

ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ.

Åñëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè ó f x� ( ) â òî÷êå õ0

ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, òî òàíãåíñ óãëà � ìåæäó

êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Îõ

÷èñëåííî ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f õ! ( )0 â òî÷êå õ0, òî åñòü tg� � !f x( )0 . Ýòîò óãîë

íàçûâàþò óãëîì íàêëîíà êàñàòåëüíîé.



ÒÊ ¹ 24. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé. Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ñîäåðæàíèå

• Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé.

• Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè.

• Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

• Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé (ìåõàíè÷åñêèé) ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

Èñïîëüçîâàíèå

• Ïðè èçó÷åíèè òåìû «Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé».

• Ïðè èçó÷åíèè áëîêà òåì ðàçäåëà «Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç».

• Ïðè ïîäãîòîâêå ê èòîãîâûì èñïûòàíèÿì.

Ñîïðîâîæäåíèå

1. Èçó÷åíèå òåìû «Ïðîèçâîäíàÿ» îñîáåííî âàæíî íà÷àòü ñ «âõîæäåíèÿ â òåìó». Ñðàçó ââîäèòü îïðåäåëåíèå

ïðîèçâîäíîé íå ïðîäóêòèâíî. Ïîêà ó÷åíèêè âíóòðåííå íå îùóòÿò, ÷òî:

• ëþáîé æèçíåííûé (ôèçè÷åñêèé, ýêîíîìè÷åñêèé, ìåäèöèíñêèé, äåìîãðàôè÷åñêèé è ò.ä.) ïðîöåññ ìîæíî

îïèñàòü ôóíêöèåé îò âðåìåíè (ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü) è ïðåäñòàâèòü å¸ ãðàôè÷åñêè;

• ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â ðàçíûå êîíêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîãóò áûòü ðàçíûìè;

• ñîñòîÿíèå ôóíêöèè è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå — ñóòü ðàçíûå âåëè÷èíû; ââîäèòü

îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé íåöåëåñîîáðàçíî. Ââåäåíèå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïðåäâàðÿåò ðàññìîòðå-

íèå, ïî êðàéíåé ìåðå, òð¸õ çàäà÷, êîòîðûå ïîìîãóò ïîíÿòü è áóêâàëüíî óâèäåòü ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü èç-

ìåíåíèÿ ôóíêöèè â êàæäîé îòäåëüíîé òî÷êå. Ïóñòü ó÷åíèêè ïîòðåíèðóþòñÿ ñðàâíèâàòü ýòè ñêîðîñòè.

Çàäà÷à î ðîñòå è ïàäåíèè êàïèòàëà íàèáîëåå äîñòóïíà ó÷åíèêàì è ïîìîãàåò ïåðåéòè îò êîíêðåòíîé ýêî-

íîìè÷åñêîé ñèòóàöèè ê àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å è ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèè, ãäå íåçàâèñè-

ìóþ ïåðåìåííóþ çàìåíÿåì íà õ, çàâèñèìóþ — íà ó; ïåðåõîäèì íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê ïðèðàùåíèé,

ñåêóùèõ è êàñàòåëüíûõ, áåñêîíå÷íî ìàëûõ è ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Äëÿ ñðåäíåãî ó÷åíèêà ïîíÿòü è ïðî-

÷óâñòâîâàòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íåîáõîäèìîñòü å¸ ðàññìîòðåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ â ëþáîé ñôåðå

æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà — áîëüøàÿ ïðîáëåìà. Èìåííî ïîýòîìó, ïðîäîëæàÿ èçó÷åíèå òåìû â òå÷å-

íèå 15–20 çàíÿòèé, âñÿêèé ðàç íà÷èíàåì ñ êðàòêîãî íàïîìèíàíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Êðàòêîå ïîâòîðå-

íèå ïîëîæåíèé, ïðèâåäøèõ ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé, ìîæåò áûòü òàêèì:

1) Âñå âàæíûå ïðîöåññû â ëþáîé îáëàñòè æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà îïèñûâàþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè —

ñóòü ìàòåìàòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

2) Åñëè õîòèì, ÷òîáû â íàøåé æèçíè êàê ìîæíî áûñòðåå: ðîñ êàïèòàë, èçäåðæêè óìåíüøàëèñü, çíàíèÿ ïðè-

áàâëÿëèñü, òåìïåðàòóðà áîëüíîãî ïàäàëà, ïðèðîñò íàñåëåíèÿ ðîñ è ò.ä., òîãäà íóæíî ïîñòîÿííî îáðàùàòü âíèìà-

íèå íå òîëüêî íà ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, íî è íà åãî èçìåíåíèÿ.

3) Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî êàê ìîæíî ÷àùå îòñëåæèâàòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òîãî èëè èíî-

ãî ïðîöåññà (ôóíêöèè), À ýòî çíà÷èò, çíàòü çíà÷åíèå ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Óìåíèå íàõîäèòü ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü â çàäàííûé (ëþáîé) ìîìåíò âðåìåíè ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü òå÷åíèå

ïðîöåññà, ÷òî ïîçâîëÿåò áûòü ìåíåå óÿçâèìûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, êîíêóðåíòíî ñïîñîáíûì è óñïåøíûì â æèçíè.

Âûâîä: æåëàåìîãî íå äîñòèãíóòü, åñëè íå èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ â íàóêå è æèçíè!

2. Áîëüøóþ ðîëü äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîèçâîäíîé èãðàåò óñâîåíèå ôèçè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ïðî-

èçâîäíîé. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ëó÷øå çàäàííûõ íàãëÿäíî, òî åñòü ãðàôè-

÷åñêè. Ðåøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, â òîé èëè èíîé ôîðìóëèðîâêå çàäàíèé, îäèíàêîâûõ ïî ñóòè, ñèíîíè-

ìè÷åñêèõ ïî çâó÷àíèþ. Íàïðèìåð, íàéòè òàíãåíñ óãëà êàñàòåëüíîé è óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé è ò.ä. Âåäü

åù¸ îäíà ïðîáëåìà äëÿ ó÷åíèêîâ ïðè èçó÷åíèè òåìû «Ïðîèçâîäíàÿ» çàêëþ÷àåòñÿ â èçîáèëèè íîâûõ ïîíÿòèé

è òåðìèíîâ, â ñëàáîé ïîäãîòîâèòåëüíîé áàçå, â ÷àñòíîñòè, â ïðàêòè÷åñêîì îòñóòñòâèè ïî ïðîãðàììå çàäà÷ íà íà-

õîæäåíèå óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà ïðÿìîé.

Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Â ÷åì îòëè÷èå ìåæäó ñåêóùåé è êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè? Îáúÿñíèòå ñëîâîñî÷åòàíèå «êàñàòåëü-

íàÿ êàê ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé».

Ñåêóùàÿ â çàäàííîé òî÷êå âñåãäà «ðàçðåçàåò» êðèâóþ ãðàôèêà ôóíêöèè, è òî÷êè ãðàôèêà, ñêîëü óãîäíî

áëèçêèå ê çàäàííîé òî÷êå, ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ñåêóùåé. Êàñàòåëüíàÿ êàñàåòñÿ â çàäàííîé òî÷êå êðè-

âîé ãðàôèêà, è òî÷êè ãðàôèêà, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê çàäàííîé òî÷êå, êàê ïðàâèëî, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò

êàñàòåëüíîé. Îäíàêî åñòü îòäåëüíûå ñëó÷àè òàê íàçûâàåìûõ òî÷åê ïåðåãèáà, êîãäà è êàñàòåëüíàÿ «ðàçðåçà-

åò» êðèâóþ ãðàôèêà.
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2. Êàêóþ èíôîðìàöèþ î ðåàëüíîì ïðîöåññå, îïèñûâàåìîì ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé, äà¸ò çíàíèå î ïðîèç-

âîäíîé ýòîé ôóíêöèè â êîíêðåòíîé òî÷êå?

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â êîíêðåòíîé òî÷êå — çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé

òî÷êå èëè çíà÷åíèå óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà (òàíãåíñà óãëà), îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôè-

êó â òî÷êå è ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ Îõ.

3. Óêàæèòå ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà

ãðàôè÷åñêè.

• Âûäåëèì òî÷êó ãðàôèêà ñ çàäàííîé àáñöèññîé.

• Àêêóðàòíî ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ïðîâåä¸ì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó â ýòîé òî÷êå.

• Âûäåëèì óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Îõ, âçÿòûé â âåðõíåé ïî-

ëóïëîñêîñòè.

• Òðàíñïîðòèðîì èçìåðèì ýòîò óãîë è íàéä¸ì òàíãåíñ ýòîãî óãëà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò — çíà÷åíèå

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå.

• Èëè åù¸ ïðîùå áåç òðàíñïîðòèðà. Ïðîâåä¸ì ëþáóþ âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ êàñàòåëüíóþ

è îñü Îõ òàê, ÷òî îáðàçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì, êàê îòíîøåíèå êàòåòîâ, íàéäåì

òàíãåíñ óãëà. Ãëàâíîå — íå çàáûòü! Åñëè óãîë òóïîé, òî íàõîäèì òàíãåíñ ñìåæíîãî ñ íèì îñòðîãî óãëà.

Íàø îòâåò — ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ òàíãåíñà.

Çàäàíèÿ

Íåäîñòàòîê ìåñòà äëÿ çàäàíèé íå ïîçâîëÿåò èõ øèðîêî ïðåäñòàâèòü. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïåðå÷íåì ôîðìó-

ëèðîâîê çàäàíèé, à ñàìè çàäàíèÿ íåñëîæíî ñîñòàâèòü èëè íàéòè âî ìíîãèõ çàäà÷íèêàõ. Äëÿ ïåðâûõ óðîêîâ èçó-

÷åíèÿ òåìû «Ïðîèçâîäíàÿ» ïîëåçíî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

• Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå õ0.

• Îïðåäåëèòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé (èëè íàéòè òàíãåíñ óãëà

íàêëîíà), ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå õ0.

• Íàéòè çíà÷åíèå àáñöèññû òî÷åê ãðàôèêà, åñëè èçâåñòåí óãëîâîé êîýô-

ôèöèåíò êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå õ0

(î÷åíü ïîëåçíàÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à).

• Ïî ðèñóíêó íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¸ì ïðèìåðû âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå õîðîøî áû ïîðåøàòü äî ââåäåíèÿ ïîíÿ-

òèÿ ïðîèçâîäíîé.

Çàäà÷à. Ïî ðèñóíêó íàéòè óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìûõ: à, á, …, æ.

Îòâåòû

Ðèñ. 1: à) 0,2; á) 0,4; â) 0,8; ã) 1; ä) 1,4; å) 2; æ) 4.

Ðèñ. 2: à) –0,25; á) –0,5; â) –1; ã) –1,5; ä) –2.

Ðèñ. 3: à) � 2

3
; á) –1; â) � 2

3
; ã) � 1

7
; ä) 2; å) 2.
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Àëãåáðà 10–11 ÒÊ ¹ 25. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé. Óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé. Äèôôåðåíöèàë. Ïðèáëèæ¸ííûå âû÷èñëåíèÿ

Ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ïðàâèëà:

• Óðàâíåíèå ïðÿìîé, óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé.

• Òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ Îõ.

• Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

• Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, ïðèáëèæ¸ííûå âû÷èñëåíèÿ.
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I. Áàçà çíàíèé. Ïîâòîðåíèå
II. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé ê

ãðàôèêó ôóíêöèè ó f õ� ( ) â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ0

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé

f x
f x x f x

xx
! � � �

�
( ) lim

( ) ( )

�

�
�0

.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé:

tg� � !f x( )0 .

Óãîë � îáðàçîâàí êàñàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì îñè Îõ è ðàñïîëîæåí â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè;

f õ! ( )0 — çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå õ0.

Òåîðåìà: Ïóñòü ôóíêöèÿ ó f õ� ( ) íåïðåðûâíà íà

(à; b) è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå õ0.

Òîãäà ôóíêöèÿ â òî÷êå (õ y0 0; ) èìååò êàñàòåëüíóþ,

óðàâíåíèå êîòîðîé:

y y k x x� � �0 0( ),

ãäå y f õ0 0� ( ), k f õ� ! ( )0 .

Èòàê, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ0

èìååò âèä:

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. Êàñàòåëüíàÿ — ñóòü ïðÿìàÿ.

2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé: ó kõ b� � , ãäå k — óãëîâîé

êîýôôèöèåíò ïðÿìîé.

3. Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò,

÷òî k f x� � !tg� ( )0 .

Êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ãðàôèêà A( ; )õ y0 0 .

Âûðàçèì b èç ðàâåíñòâà: y kõ b0 0� � è, ïîäñòàâèâ

â óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé.

III. Àëãîðèòì íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî: ó f õ� ( ) è çíà÷åíèå õ0.

Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

1. Íàéòè f õ! ( ) è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå k f õ� ! ( )0 .

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå y f õ0 0� ( ).

3. Ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ (÷èñëà õ0, y0, k)

â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé:

y f x f x x x� � ! � �( ) ( ) ( )0 0 0

è, óïðîñòèâ óðàâíåíèå, ïðèâåñòè åãî ê âèäó:

ó kõ b� � .

Â îòâåòå çàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

(ïðÿìîé).

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà

Äàíî: f x x( ) sin� , õ0 0� .

Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå

1) f õ x! �( ) cos , k f õ� ! � �( ) cos0 0 1.

2) f õ( ) sin0 0 0� #� .

3) y f x f x x x� � ! � �( ) ( ) ( )0 0 0 ,

y x� � � �0 1 0( ) èëè y õ� .

Îòâåò: y õ� .

y f x f x x x� � ! � �( ) ( ) ( )0 0 0y f x= ( )



Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Îáúÿñíèòå, â ÷¸ì îòëè÷èå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ íà òåìó «Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé».

2. Ïîïðîáóéòå ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íà òåìó «Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé».
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IV. Çàäà÷è íà òåìó «Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé»

Ïðèìåð 1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à

Äàíî: f x x õ( ) � � �3 23 5, õ0=1.

Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Ðåøåíèå.

1) f õ x x! � �( ) 3 62 .

k f õ f� ! � ! � � � � � �( ) ( )0

21 3 1 6 1 3.

2) f õ f( ) ( )0

3 21 1 3 1 5 7� � � � � � � .

3) y f x f x x x� � ! � �( ) ( ) ( )0 0 0 ,

y x� � � � � �( ) ( )7 3 1 èëè y x� � �3 4.

Îòâåò: y x� � �3 4.

Ïðèìåð 2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à. Íà ãðàôèêå f õ õ õ( ) � � �2 3 12 íàéäèòå

òî÷êó, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ îáðàçóåò ñ îñüþ Îx

óãîë 45°$
Ðåøåíèå. Òàê êàê óãîë ðàâåí 45°, òî tg 45° = 1.

Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ïðîèçâîäíîé

f x! �( )0 tg êàñ� , ïîýòîìó f õ! � #�( ) tg 45 1.

Èç óñëîâèÿ f õ! �( ) 1îïðåäåëèì õ0.

1) f õ õ! � �( ) 4 3.

2) Òàê êàê f õ! �( ) 1, òî 4 3 1õ � � , íàõîäèì õ �1.

Èòàê, õ0 1� .

3) Íàéä¸ì f x( )0 . f x f( ) ( )0

21 2 1 3 1 1 0� � � � � � � .

Îòâåò: Â òî÷êå ãðàôèêà (1; 0).

V. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Ïðèðàùåíèå � �f f x x f x� � �( ) ( )0 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Äëÿ ëþáîé

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè y f x� ( ) ïðèðàùåíèå �f ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ: tg� � �x � ëèíåéíîãî îòíîñèòåëü-

íî �x è íåëèíåéíîãî, èìåþùåãî áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè

îòíîñèòåëüíî �x.

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè df è ðàâíà

ãäå f x! �( )0 tg� (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé). df — áîëüøàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ, òîãäà �f df� .

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè èñïîëüçóåì ïðè ïðèáëèæ¸ííûõ âû÷èñëåíèÿõ.

VI. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé (äèôôåðåíöèàëà) ôóíêöèè â ïðèáëèæ¸ííûõ âû÷èñëåíèÿõ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ôóíêöèÿ ó f õ� ( ) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

õ0 è èçâåñòíî çíà÷åíèå f õ( )0 . Òîãäà ïðèáëèæ¸ííîå

çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå õ x0 � � ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëîì çíà÷åíèè �x ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

(1)

Îáîñíîâàíèå

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñ-

òàòî÷íî ìàëîì ïðèðàùåíèè �x çíà÷åíèå ïðîèçâîä-

íîé f õ! ( )0 â òî÷êå õ0 îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ

ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ
f x x f x

x

( ) ( )0 0� ��
�

íà î÷åíü

ìàëóþ âåëè÷èíó: f x
f x x f x

x
! �

� �
( )

( ) ( )
0

0 0�
�

, îòêóäà

ñëåäóåò (1).

Ïðèìåð

Äàíî: f x x( ) sin� .

Íàéòè: f ( )32# .

Ðåøåíèå: Ïî ôîðìóëå (1) èìååì:

1) õ0= 30°, �x �%&# =
2

180

�
ðàä � 0,035.

2) f õ( ) sin ,0 30 0 5� #� .

3) f õ x! �( ) cos , !f x( )0 = cos30
3

2
#� � 0,866.

4) df = !f x( )0 �x = ! # �f ( ) ,30 0 035.

Ïî ôîðìóëå (1) íàõîäèì f ( )32# :

f f( ) ( )32 30# � # � ! #f ( )30 � 0,035.

f ( )32# � 0,5 + 0,866 � 0,035 � 0,530.

Îòâåò: 0,530.

df f x x� ! ( )0 � ,

f õ x f x f x x( ) ( ) ( )0 0 0� � � !� � .



ÒÊ ¹ 25. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Äèôôåðåíöèàë. Ïðèáëèæ¸ííûå âû÷èñëåíèÿ

Ñîäåðæàíèå

• Ïîâòîðåíèå: îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

• Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, äîêàçàòåëüñòâî.

• Àëãîðèòì íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé.

• Çàäà÷è íà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ.

• Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè.

• Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà â ïðèáëèæ¸ííûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïðèìåð.

Èñïîëüçîâàíèå

• Ïðè èçó÷åíèè òåìû «Ïðîèçâîäíàÿ. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé».

• Ïðè èçó÷åíèè áëîêà òåì ðàçäåëà «Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç».

• Ïðè ïîäãîòîâêå ê èòîãîâûì èñïûòàíèÿì.

Ñîïðîâîæäåíèå

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé — âàæíàÿ òåìà â ðàçäåëå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé âûõîäÿò íà èòîãîâóþ àòòåñòàöèþ. Ãëàâíîå — ÷åðåç ïîëîæåíèå (óðàâíå-

íèå) êàñàòåëüíîé èññëåäóåòñÿ è ïîíèìàåòñÿ âñå, ÷òî ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â çàäàííîé òî÷-

êå ëþáîãî ïðîöåññà ïðèðîäû è îáùåñòâà. Íå ñëó÷àéíî îòêðûòûé Íüþòîíîì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òàê è çâó÷àë

â ïåðåâîäå êàê «ìåòîä êàñàòåëüíûõ». Ïðè îáúÿñíåíèè òåìû «Êàñàòåëüíàÿ» âàæíî äîíåñòè ïðèìåíèìîñòü êàñà-

òåëüíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèé. ×àñòî ó÷åíèê íå ïîíèìàåò, çà÷åì íóæíî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé,

÷òî äîëæíî áûòü â îòâåòå ê çàäà÷å, â êîòîðîé ïðîñÿò íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, à ïîòîìó è ñëàáî óñâàèâà-

åò ýòó òåìó. Ó÷åíèêó ñëîæíî ñîåäèíèòü â ëîãè÷åñêóþ öåïî÷êó, ÷òî êàñàòåëüíàÿ — ñóòü ïðÿìàÿ, ÷òî îáùåå óðàâ-

íåíèå ïðÿìîé ó kõ b� � . Çíà÷èò, â îòâåòå íà çàäàíèå «íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé» äîëæíî áûòü êîíêðåò-

íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ãäå ïàðàìåòðû k è b íàéäåíû. Îñòà¸òñÿ åù¸ îäèí êàìåíü ïðåòêíîâåíèÿ: êàê ñîïîñòàâèòü

óðàâíåíèÿ y f x f x x x� � ! � �( ) ( ) ( )0 0 0 è ó kõ b� � ? Âñ¸ ýòî âàæíî ðàçúÿñíÿòü è ðàçúÿñíÿòü ïî íåñêîëüêó ðàç, âñÿ-

êèé ðàç ñîïðîâîæäàÿ ãðàôè÷åñêèìè îáðàçàìè, ÷òî, áåçóñëîâíî, âëèÿåò íà ìîòèâàöèþ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, íî,

ãëàâíîå, íà ïîíèìàíèå ìåòîäà êàñàòåëüíûõ â öåëîì êàê îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëèçà. Îáÿçàòåëüíî óïî-

ìèíàåì èñòîðè÷åñêóþ ñòðàíè÷êó, ñâÿçàííóþ ñ ïîèñêîì ìåòîäà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà Èñààêîì

Íüþòîíîì âî âðåìÿ «÷óìíûõ êàíèêóë», ýòî ïðîèçâîäèò íåèçãëàäèìîå âïå÷àòëåíèå.

1. Â íà÷àëå èçó÷åíèÿ òåìû âàæåí àêöåíò íà ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Õîðîøî ðåøèòü ïðîñòûå

çàäà÷è íà ãðàôèêàõ, âûïîëíèòü ïðàêòè÷åñêóþ ðàáîòó: ê òî÷íî ïîñòðîåííîìó ãðàôèêó èçâåñòíîé ôóíêöèè, íà-

ïðèìåð ó = õ2, ïðîâåñòè íåñêîëüêî êàñàòåëüíûõ â ðàçíûõ òî÷êàõ, ãåîìåòðè÷åñêè íàéòè óãëîâîé êîýôôèöèåíò

è çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ — êàñàòåëüíûõ. Òåì ñàìûì îñîçíà¸ì, ÷òî ê îäíîìó ãðàôèêó ìîæíî ïðîâåñòè

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êàñàòåëüíûõ, è èõ ïîëîæåíèå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè è òî÷êè, â êîòîðîé ïðîâîäèì êàñà-

òåëüíóþ. Ýòî î÷åíü âàæíî, à åù¸ îòïàäàåò ñëîæíûé âîïðîñ î êàñàòåëüíîé êàê ïðÿìîé è å¸ óðàâíåíèè ó kõ b� � .

2. Ïîñòàâèì ïðîáëåìíûé âîïðîñ: êàê àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, íå ïðèáåãàÿ ê ãðàôè-

÷åñêèì îáðàçàì è íå ïðîâîäÿ êàñàòåëüíûõ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, îáîñíîâûâàåì åãî (òàáë. II).

3. Ïðîðàáàòûâàåì àëãîðèòì è ïîøàãîâî ðàññìàòðèâàåì ïðèìåð íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé (òàáë.

III). Çàêðåïëÿåì çíàíèÿ, ðåøàÿ òó æå çàäà÷ó (ïóíêò 1), òîëüêî àíàëèòè÷åñêè. Îöåíèâàåì ðåçóëüòàòû, ôèêñèðóåì

ðàñõîæäåíèÿ ïðè àíàëèòè÷åñêîì è ãðàôè÷åñêîì ðåøåíèÿõ.

4. Ðåøàåì ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, îáðàùàÿ âíèìàíèå íà ïðÿìóþ è îáðàòíûå çàäà÷è (òàáë. IV). Ñêîëüêî îáðàò-

íûõ çàäà÷ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü? Îñíîâíàÿ — ïî âèäó ôóíêöèè è çíà÷åíèþ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà êàñàòåëü-

íîé èùåì òî÷êó, â êîòîðîé ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ. Ìîæíî ëè åù¸ ñôîðìóëèðîâàòü îáðàòíûå çàäà÷è?

5. Äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû ÒÊ — äèôôåðåíöèàë è ïðèáëèæ¸ííûå âû÷èñëåíèÿ (òàáë. V–VI) — èçëî-

æåíû ñ ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé è ïðèìåðîì ïðèáëèæ¸ííîãî âû÷èñëåíèÿ.

Âîïðîñû äëÿ êîíòðîëÿ

1. Îáúÿñíèòå, â ÷¸ì îòëè÷èå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ íà òåìó «Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé».

Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè — ýòî çàäà÷è, â êîòîðûõ ÷òî äàíî è ÷òî íàéòè ìå-

íÿþòñÿ ìåñòàìè. Â ïðÿìîé çàäà÷å íà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé äàíû: ôóíêöèÿ è àáñöèññà òî÷êè ãðàôèêà, â êîòî-

ðîé ïðîâîäèòñÿ êàñàòåëüíàÿ; íàäî íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé. Â îáðàòíîé çàäà÷å çàäàíû: ôóíêöèÿ è óã-

ëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé (èëè òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé; èëè óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé

ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Îõ); à íàéòè íàäî àáñöèññó òî÷êè ãðàôèêà, â êîòîðîé ïðîâåäåíà êàñà-

òåëüíàÿ èëè íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.
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2. Ïîïðîáóéòå ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íà òåìó «Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé».

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ y f õ� ( ) è óãëîâîé êîýôôèöèåíò k êàñàòåëüíîé. Íàéòè õ0.

Àëãîðèòì:

1) Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ f õ! ( ).

2) Ðåøèì óðàâíåíèå f õ! ( )= k (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé) è íàéä¸ì õ0.

3) Â çàâèñèìîñòè îò âîïðîñà çàäà÷è â îòâåò çàïèñûâàåì çíà÷åíèå àáñöèññû õ0, èëè êîîðäèíàòû òî÷êè ãðà-

ôèêà, èëè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è ò.ä.

Ãëàâíîå! Øàãè 1–2 îáÿçàòåëüíû, îíè çàâåðøàþòñÿ íàõîæäåíèåì õ0. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî äâèãàòüñÿ â ëþ-

áîì íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé çàäà÷è.

Çàäàíèÿ

1. Äàíà ôóíêöèÿ ó õ õ� � �2 2 3.

à) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå õ0= 1.

á) Â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè è ãðàôèê êàñàòåëüíîé. Óáåäèòåñü â âåðíîñòè âû-

ïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.

2. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ0.

à) f x õ õ õ( ) � � � �1

4
2 34 3 2 , õ0= –1; á) f x õ( ) ( )� �2 3 3, õ0 2� ;

â) f x õ x( ) ( )cos� �2 3 , õ0 0� ; ã) f x
x

( ) sin� ��
�
�

�
�
�2

2 6

�
, õ0 � �.

ä) f x
x

x
( ) � �

� �

2 1

3 4
, õ0 1� ; å) f x x( ) � �2 7 , õ0 1� � .

3. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ0:

à) f x x x( ) sin ,� �0
4

�
; á) f x x x( ) cos ,� �2 3

18
0

�
; â) f x x x( ) ,� �tg 0

4

�
.

4. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé y = 5x2 – 5 îáðàçóåò ñ îñüþ àáñöèññ óãîë 60°. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

5. Â êàêîé òî÷êå ïàðàáîëû y = 0,5x2 + 1 êàñàòåëüíàÿ ê íåé ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = –x – 1?

6. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìîé õ = 3 è ïàðàáîëîé y = x2.(1�

7. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ôóíêöèè f(x) = cos(x + 3) â òî÷êå ñ àáñöèññîé õ = –3.

8. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå y = x2 – x – 12 îáðàçóåò ñ îñüþ Îõ óãîë 45°.

9. Êàêîâà àáñöèññà òî÷êè, â êîòîðîé êðèâàÿ y = x3 íàêëîíåíà ê îñè àáñöèññ ïîä óãëîì 45°?

10. Ïîä êàêèìè óãëàìè êàñàòåëüíûå, ïðîâåä¸ííûå ê ãðàôèêó ôóíêöèè f x õ õ õ( ) � � �1

3

2

3

3 2 â íóëÿõ ôóíê-

öèè, ïåðåñåêàþò îñü Îõ?

Îòâåòû

1. à) ó = 4õ – 4. 2. à) ó = 6õ + 6,25; á) ó = 6õ – 11; â) ó = 2õ – 3; ã) y x� � � �0 5
2

3,
�

; ä) ó = 2õ – 2; å) y õ� � �7

6

11

6
.

3. à)
2

2
; á) –3; â) 2. 4.

3

10
. 5. –1. 6.

�
2

6� arctg . 7. 0. 8. 1. 9.
1

3 3
. 10. arctg

4

3
; 135°; arctg 4.
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1
Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è êðèâîé (óãîë ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè) íàõîäÿò êàê óãîë ìåæäó ïðÿìîé è êàñàòåëüíîé,
ïðîâåäåíííîé ê êðèâîé â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ (êàê óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè).
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